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PREFAZIOKE 



Om determinanti sono state fatte, massime ne- 
f,fli uìtimi tempi, moltissime ricerche speciali, le 
quali per varie ragioni non haono ancora potuto 
trovar posto nei Trattati. 

Io mi eon proposto di raccogliere in breve tutto 
ijuello die ho potuto trovare di simil genere, e 
di comporre un lihro in cui tutte siffatte ricerche 
trovassero il loro posto più o meno largamente. 

È da questo punto di vista che io ho fiducia 
che il mio libro potrà riuscire di qualche aiuto 
a chi voglia formarsi uu concetto di tutti i pro- 
gressi che ha fatto finora questo ramo dell' ana- 
lisi- Basta infatti scorrere l'indice del volume per 
accorgersi che vi è compresa una folla di argo- 
menti che ora per !a prima volta entrano a far 
parte di un trattato sui determinanti. Il che ap- 
pare tanto più interessante quando si pensi che 
la causa perla quale, molte volte, qualche Autore 
pubblica, come nuove, cose già conosciute, la ai 
deve ricercare precìpuamente nel fatto che tali 
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VJix Prefa;:ione. 

cose non soao ancura entrate a far parte di trat- 
tati, ì quali rappresentano senna dubbio il meazo 
migliore per diffondere le teorie. Esempi di ciò 
non ne mancano nella stessa teoria dei determi- 
nanti; basta per es ricordare i vari lavori che si 
sono succeduti auU' argomento dei determinanti 
formati coi minori di un altro determinante dato 

Questo libro è diviso in due parti : nella prima 
parte si contiene tutto ciò che dovrebbe studiare 
im principiante; nella seconda parte, assai più 
estesa, si contengono, con tutte le più dettagliate 
annotazioni bibliografiche, le ricerche speciali di 
cui ho sopra parlato. 

Non mi sono diffuso sulle applicazioni geome- 
triche, perchè la teoria dei determinanti si applica, 
quasi ad ogni passo, in tutta la geometria anali- 
tica, e penso, come disse già il G-vìnthbr nella 
prefazione del suo pregevole trattato, che un li- 
bro sui determinanti non deve diventare un libro 
di geometria analitica. 
Pavia, primavera del 1896, 

Eknksto Pascal. 
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PARTE PIUMA. 
Fondamenti del calcolo dei determinanti. 



- DjSFmiZIOKI FONDAMKMTALI. 



i intero po8itivo> e si abbiano 
n^ quantità. Si dispongono queste quantità in mi 
quadrato, collocando in una prima linea n di esse, 
in una seconda linea, e iu colonna colle prece- 
denti, altre n di esse, e così di seguito sino a for- 
mare la w""" linea. 

Per potere con maggiore facilità e simmetria, 
andare avanti nelle nostre considerazioni, oÌ si 
presenta qui utile di rappresentare in una eei'ta 
maniera queste n^ quantità date, e propriamente 
indicheremo con a,, quella fra esse, la quale nella 
collocazione in quadrato, verrà ad occupare il po- 
sto s^" della r'"" linea. 

Il quadrato allora presenterà questa forma: 
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§ 1. — Definizioni fondamentali- 



Le quantità a le chiamiamo elementi del qua- 
drato. 

Consideriamo ora n di questi elementi scelti in 
maniera che due di essi non appartengano mai nò 
alla medesima linea, uè alla medesima colonna, e 
facciamo il prodotto di tali n elementi. Esami- 
niamo in quanti modi diversi possiamo formare un 
tale prodotto. Prima di tutto è chiaro che do- 
veado scegliere n elementi, e non potendo due di 
essi appartenere alla medesima linea, tutte le n 
linee saranno rappresentate, cioè a dire, non vi 
sarà nessuna delle n linee alla quale non appar- 
terrà uno e uno solo degli elementi scelti; e lo 
stesso dicasi per le » colonne. 

Possiamo allora ordinare questi ?i elementi in 
maniera che il primo dì essi sia un elemento ap- 
partenente alla prima linea, il secondo uno appar- 
tenente alla seconda linea, e così di seguito, Vn"'" 
uno elemento appartenente alla n'"" linea. Il pro- 
dotto degli n elementi scelti sarà allora 

0|C, «SJj ■ ■ ■ «!i'^. 

dove ì\ }'2 . . . r„ rappresentano una permutazione 
dei numeri 1 , 2 , . . . «. La domanda : quanti pro- 
dotti di questa specie^ fra loro diversi, si pos- 
sono formare? corrisponde esattamente all'altra 
domanda: quante possibili permutazioni r^r^.-.r^ 
dei numeri 1, 2, ... w possono formarsi? Si sa che 
questo numero è n! onde possiamo oonchiudere 
che si possono formare n! prodotti del tipo pre- 



Si consideri ora ciascuno di tali prodotti, col 
segno -]- col segno — aecondochè la permuta- 
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fondamentali. 3 

zione degli iiidioi r^ >*a . . ■ r„ è una permutazione 
pari una permutazione dispari; come si sa dalla 

teoria delle permutazioni, vi saranno allora -^ pro- 
dotti col segno -}-, e altrettanti col segno — . La 
somma algebrica di tutti i siffatti prodotti coi ri- 
spettivi sepni, si chiama betebminamte delle n^ 
quantità date. 

Secondo una notazione introdotta da Uw/ley il 
determinante si suole rappresentare col simbolo 



Il numero u si chiama ordine del determinante. 
8i può osservare che tutti i termini del deter- 
minante ai ottengono da 

«Il 0^2 ■■ ■ l^n" 

lasciando fissi i primi indici, e facendo variare in 
tutti i modi possibili i secondi indici, e assegnando 
poi a ciascun termine il segno conveniente secondo 
la regola stabilita. 

L'assieme degli n^ elementi disposti in quadrato 
forma ciò che si suol chiamare la matrice qua- 
drata. 
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?2. ■ 



Proprietà elem. dei determinanti. 



Gfli elementi nei quali i due indici sono eguali 
«11, flua, ... si sogliono chiamare gli elementi pnn- 
eipali, e la retta diagonale del quadrato, ohe nella 
indicata notaaione , contiene quegli elementi, si 
suol chiamare la diaconale principale. ljidh-a.dia- 
gonale del quadrato si suol chiamare la seconda 



«Il «12 «13 
«ai «33 «23 
«31 ^32 '^33 



= «11 «3s «33 - (I, i «^a (hi - «li «ei «a.! 

«13 «33 «31 * "^13 «21 «32 ■ «13 «23 «Bl 



§ 2. — OriSRKVAKlONi VAKIE 
E PaOPBIKTÀ E LEM E NT AHI DEL UilTiiiBMINANTX. 

Passiamo ad esporre alcune proprietà io quali 
si ricaTaoo immediatamente dalla definizione- 

1. Supponiamo un determinante nei quale tutti 
gii elementi aieno zero, meno quelli della diago- 
nale principale: 

n„ ... ! 



. . . a,.„ \ 
Il valore di questo determinante ò eguale al 
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§ 2. — Proprietà eleni, dei determinanti. 5 

prodotto degli elementi della diagonale principale 
eoi segno positivo. 

Analogamente se in un determinante sono zero 
tutti gli elementi, meno qaelU della seconda dia- 
gonale, i! determinante è og'uale al prodotto di 
tutti gli elementi contenuti nella seconda diago- 
nale moltiplicato per ( — 1) g . 

Percliè allora il determinante si riduce eviden- 
temeute all' unico termine 

Oln «2,11-1 . . . rt",! 

e il segno di questo si calcola secondo il numero 
delle inversioni contenute nella permutazione 

i), n- {, u-2, . . . l, 



Cosi h anche chiaro ohe se in un deleìininanfe 
tutu gli elementi di una linea sono zero, il deter- 
minante è zero. Gfiaochè dovendo ogni termine 
coutenere sempre per fattore un elemento di quella 
lirieii, qualunque termine sarà zero. 

Questi stessi risultati ai hanno ae in un dcter- 
miuante sono zero tutti gli elementi situati solo da 
una stessa parte della diagonale principale o della 
seconda diagonale. 

2. Abbiamo distribuito i diversi fattori di un 
termine del determinante in maniera che 1 primi 
indici dì essi formino nell'ordine naturale i nu- 
meri 1, 2, . . . «. 

TI segno che eoiiipeto al tevtijìno ù poi i! segno + 
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§2. — I^oprietà ehm. dei determììianti. 



o il segno — seoondochè è pari o 'dispan il nu- 
mero delle inversioìii contenute nella permnta- 
KÌone formata dai secondi indici r^ rg... r„. 

Ora supponiamo di invertire in un modo qua- 
lunque l'ordine dei fattori di un tennine; si ab- 
bia così dal termine 



ra])pre8entino duo pni-mutiizioiii dei nuinovi 
1, 2, . . . H. 

Esaminiamo con che regola si troverebbe il se- 
gno di questo termine messo sotto l'ultima forma. 

Per passare dalla prima forma alia seconda 
forma, io opero una eerta permutazione stigli ele- 
menti a, il che corrisponde ad operare nna per- 
mutazione sui primi indici, e una simile permu- 
tazione sui necondi indici. 

Ogni permutazione si puù ridurre ad un certo 
numero di trasposizioni, e ogni trasposizione fa 
cangiare di rra numero dispari il numero delle 
inversioni. Se dunque la permutazione che vengo 
a fare sugli elementi, corrisponde ad m trasposi- 
zioni, ne viene che il numero s delle inversioni 
contenute nella permutazione s, Sg . . . s„ diminuito 
dol numero delle inversioni contenute nella per- 
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§ 2. — Proprietà elem. dei determinanti. 7 

inHÈiizione I, 2,...n (il qaal numero è zero) è m 
Tolte un uumero dispari; o cosi la differenza fra 
i[ numero t delle inTeraiooì di t^t^. . . t„ e quello 
r delle inversioni di r,7-a...r„ è auohe w volte 
un numero dispari, cioè 

t-r -n){2B + l) 



,s + f " »■ +- (num. pari), 

cioè le inversioni contenute in ri r^ . . . r„ sono pari 
dispari secondochè è pari o dispari la somma di 
quelle contenute in Sj Sj . . . s„, e in iif^... f„. 

Onde ne ricaviamo che per calcolare il segno 
del termine messo sotto la forma, 
«s,(, a-s.ii . . ■ as„i„ 
basta considerare se è pari o dispari la somma 
delle inversioni contenute nella permutazione dei 
primi indici e in quella dei secondi. 

lu questa maniera la definizione di un determi- 
nante è resa indipendente dall'ordine con cui im- 
maginiamo distribuiti i fattori in ciascun termine, 
e resta tolta quella limitazione che per maggiore 
semplicità e chiarezza ci eravamo imposti nel pa- 
ragrafo precedente. 

3. Se in un determinante si scambiano le li- 
nee colle colonne, cioè a dire, se dispongo nella 
prima colonna gli elementi costituenti la grinta 
linea, e nella seconda colonna gli elementi della 
' i linea, e così di seguito, si ottiene un nuovo 
! eguale al primitivo. 
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8 §3. — Pì-oprietà elem. dei determinanti. 



mi termino del primitivo determinante. Evidonte- 
meute, a meno del seguo, esso è anche mi ter- 
mine del nuovo determinante. Solo che conside- 
rando gli a come elementi del nuovo determinante, 
i primi indici non rappresentano piii il numero 
d'ordine della linea cui quell'elemento appartiene, 
ma della colotma, e così il secondo indice sarà in- 
vece il numero d' ordine delia linea. Il termine 
precedente considerato come appartenente allo 
sviluppo del nuovo determinante, dovrà avere il se- 
gno ■+- o — secondoehè è pari o dispari la somma 
delle inversioni contenute nelle due permutazioni 
dei primi indici e dei secondi; ora evidentemente 
tal numero è lo stesso di quello delle inversioni 
contenute solo nella permutazione »'ira...r,; e 
quindi il segno che bisogna assegnare a quel ter- 
mine come appartenente al secondo determinante 
è Io stesso del segno che ad esso bisogna asse- 
gnare come termine del primitivo determinante. 

Lo stesso potendosi ripetere per tutti i singoli 
termini, appare evidente la verità dell'assunto. 

4. Se in tm determinante si scambiano fra 
loro due linee parallele, si ha un nv.ovo determi- 
nante eguale e di segno contrario al primitivo. 

Evidentemente, a meno del segno, un termine 
del primitivo determinante è anche un termine 
del nuovo, e reciprocamente. 

Inoltre se 

a . b . e .d . . . 
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§2. — Proprietà ehm. dei determinanti. 9 

è un termine del determinante, e gii itidioi dei 
posti che occupaiio o, b, e, occ- ne! determinante 
antico sono rispettivamente 



gli indiei dei posti clie occupano gli stesai tenuini 
nel determinante nuovo, sono gli stessi nel eoni- 
plesso, salvo che e' è lo scambio fra loro di due s, 
di due r, seeondoehè abbiamo fra loro permu- 
tate due linee o due colonne. Quindi la somma 
del numero delle inversioni esistenti nelle due per- 
mutazioni, delle s e delle r, resta aumentato o di- 
minuito di un numero dispari, e quindi nel nuovo 
determinante allo stesso termine deve assegnarsi 
segno opposto a quello di prima. 

5. Dal teorema precedente si ricava facilmente 
qiiest'altro; se in un determinante due linee pa- 
rallele sotto identiche, il determinante è zero. 

Infatti scambiando queste due linee fra loro il 
determinante D dovrebbe cambiare di segno e di- 
ventare — D. Ha d'altra parte il determinante 
resta lo stesso di prima, perchè le due linee sono 
eguali, dunque D=^ — De quindi 2) = 0, 

6. Se ffU elementi di una linea si moltiplicano 
per uno stesso numero k, tutto il determinante re- 
sta moltiplicato per k. 

Infatti ogni termine dello sviluppo, contenendo 
sempre uno, e solo uno, degli elementi di quella 
linea, resterà moltiplicato per If. 

7. JJn deteì'minante non sì altera se si cambia 



y Google 



10 § 2. ~ Proprietà ehm. dei determinanti. 

segno a tutti gli elementi che occupano posti ni- 
spAKi, intendendo posti dispari quelli nei quali la 
somma degli indici è dispari. 

Infatti ciò equivale a moltiplicare per — 1 la 2.", 
4.* eoe, lioea, e inoltre anche la 2/, 4." ecc. co- 
lonna. Cosi 



02 bf d 
Oa *3 Cb 



- «2 ^2 - Ca 
«fl - h Cg 



Analogamente, e più generalmente, un determi- 
nante non si altera se ogni ath si moltiplica per 
p*-^ dove con p si intende un numero qualunque. 
8. Un deteì-minante è nullo se gli elementi di 
una linea sono equimuUipli di quelli di ima linea 



Infatti ae gli elementi di una linea sono eguali 
a quelli di un'altra moltiplicati per k, moltipli- 
cando gli elementi di quest'ultima linea per k ei 
ha un determinante con due linee parallele iden- 
tiche e quindi zero; intanto il determinante che 
si ottiene è eguale al determinante primitivo mol- 
tiplicato per k. 

9. Supponiamo ohe gli elementi di una linea 
eieoo delle espressioni polinomie del medesimo 
numero di termini. Si abbia cioè un determinante 
della forma. 

i «11 ^' ^11 +'^11 I- ■ ■ ■ 1 1^12: ■ ■ - } «l'I 

i «21 +!hi +Csi -i- ■ ■ -, a^s, ■ . -ì aìn 
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In ojjTii termine dello STÌluppo vi sarà sempre 
ooiTio fattore un elemento della prima coloTina; 
cioè un termine dello sviluppo snrji (iella forma 
y;enerale 

{an -; bn + a, -1- . . .) A 
dove A rappresenta im prodotto di 71 — 1 elementi 
scelti fra le altre colonne, eie altre linee (esclusa 
la i™" linea, e la prima colonna). 

Ora questo termine è 

aiiA-\-bnA+cnA -i . . . 
il determinante sarà 

- ± an A -{- - ;b?),-| A -\- . . , 
dove il segno dì ciascun termine si determinn 
colla solita reffola. La prima parte di questa espres- 
sione non è altro che il determinante dato quando 
in luof^o degli elementi della prima colonna si la- 
sciano solo le 



la secomla parte analogamente non è altro che il 
determinante dato quando in luogo degli elementi 
della prima colonna si pongono le 

5,1 hi . . , 6„i; 
e così di seguito. Possiamo conchiudere che il de- 
terminante dato è uguale alla somma di tanti de- 
terminanti formati tutti dal determinante dato 
nella maniera indicata. Un determinante, in ciii 
gli elementi di una linea sono espressioni polino- 
mie, è uguale alla somma di determinanti in cui 
c/li elementi sono espressioni monomie. 
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12 § 3. —- Proprietà ehm. dei determinanti. 

10. Un determinante non si altera se agli ele- 
menti di una linea si aggiungono quelli d'una 
linea parallela moUiplicati per un numero qua- 
lunque. 
So, per iìseare le idee, dal detenni no lite 



j a,ii + k (f,i3 , ra„a . . . ann i 
per il teorema precedente, facendo in quest'ultimo 
determinante la scomposizione degli elementi bi- 
. nomii della prima colonna si ha il determinante 
primitivo più nn altro determinante nel quale gli 
elementi della prima colonna sono eguali a quelli 
della seconda moltiplicati per k, e che quindi ò 
zero. 

11. Se in un determinante gli elementi di jhht; 
linea sono comòinasìoni lineari simili degli ele- 
menti di linee parallele, il deterìniiiante è zero- 
So nel determinante 
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Determinanti minori. 



«ji --^kai^ \- hcty^ A- luii -r , . . 

«*, -— k «33 -■■ /( rt^j -\- l Oai -h . . . 

»,ii =-/.■«»■> I- hii„-i-[-iiu,i V . . . , 

acomponendo in tanti (leterniiiiaiiti ad eluiiieiiti 

iiioiiomii, ognuno di questi saia zeio, pei eh ò avrà 
gli elementi di una linea equimultipli di quelli di 
una linea parallela 

Il reciproco di questo teorema e anohe vei'o, 
come aarfi dimoatiato in un'altra e 



S 3. ■ DETEIUriMAN'i'I MISOEI, 

Dopo avere stabilito aleane fondameiitaìi pro- 
prietà che risultano immediatamente dalla defini- 
zione di determinante, dobbiamo passare ad esa- 
minare con quali mezzi più semplici si può cal- 
colare un determinante. 

II concetto da cui saremo guidati è questo: di 
ridurre il calcolo di un determinante di un certo 
ordine n, al calcolo di altri determinanti di ordine 
inferiore. 

Dobbiamo però premettere la teoria dei cosi- 
detti determinanti minori. 

Supponiamo dato un determinante di ordine «; 
sopprimiamo i» linee scelte a piacere, e in colon- 
ne. Resterà un determinante di ordine n — m; 
questo determinante si ohiama un minore di or- 
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14 § 3. — Determiitanti minori- 

dine n — m del dato, oYvero uq sottodetsì'mmante, 
ovvero determinante parziale, o infine determi- 
nante derivato. 

Ora dato un Bistema di n^ elementi disposti in 
quadrato, 6 iuteressante cooaidei'are accanto all'ii- 
uioo determinante formato con esai, anche tutti 
questi determinanti minori che si possono formare 
con alcuni di quelli elementi disposti nell'ordine 
assegnato. 

Sa il minore ha per elementi della diagonale 
principale, elomenti appartenenti alla diagonale 
principale del determinante dato, si chiama minore 
principale o diaconale. 

Cominciamo ooll'esaminare quanti sottodetermi- 
nanti di un dato ordine eaiatono. 

E evidente che di ordine w — 1 ne esìstono tanti 
per quanti sono gli elementi cioè n^. Perchè si 
può sopprimere una linea in n modi diversi, es- 
sendo le linee proprio ia numero di n, e così in 
n modi diversi può farsi la soppressione di una 
colonoa ; ogni volta si ha un minore diverso ; dun- 
que si sono n.n = n^ minori di ordine n - 1. 

Con analogo ragionamento troviamo che poten- 
dosi aopprimere m linee in modi diversi, do- 
ve con '* ! si intende ii eoofììcieute bioomiale 



e ili altrettanti modi potendosi sopprimere m co- 
lonne, ii numero dei sottodeterminanti di ordine 
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ss. 



Esaminet'emo ora facilmente quanti minori prin- 
cipali di uQ dato ordine esistono, Per ottenerne 
uno di ordine m bisog-na sopprimere n — m cop- 
pie di linee e colonne che si incontrano sulla dia- 
gonale principale, il che può farsi in I modi 

diversi. Dunque esistono I") minori principali di 
ordine m. 

Diremo che un minore è di classe pari o di- 
span secoudochè è pari o dispari la somma dei 
numeri d'ordine corrispondenti alle linee e alle 
ooìonne che formano quel minore. 

Così nel determinante 

! '"'il «la «la «Il 



"si "33 f'83 "sì 



aopprimendo la 2 " e 3." linea, e la 2." < 
lonna, resta il minore <1Ì 2." ordine 



> è formato con elementi delle colonne 1, ■ 
3 linee 1, 4; la somma di questi quattro ni 
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16 § 3. — Determinanti minori. 

meri ò 9; dunque questo minore è di classe di- 
spari. 

i anche di 2." ordine 



i "41 «.12 I 

ò di classe pari. 

Le m linee e tn colonne che sopprimiamo in un 
determinunte si intersecano in m^ elementi del de- 
terminante stesso, i quali formano a loro volta un 
nuovo determinante che sarà anche un minore del 
dato; giaoobè si otterrebbe anche ess 1 ni 
le linee e colonne soppresse, e soppr n 1 n 
vece quelle linee o quello colonne oh n 

prima lasciate. Questo minore è di ord E 

contiene elementi che non figurano nell It 
nore considerato avanti; è interessant tud 
insieme tali due miuori, che si chiamano l' uno 
complementare dell'altro. 

Per OS., i minori complementari dei due scritti 
poco fa, sono rispettivamente 

I «2^ Oji I 



È evidente prima di tutto ohe la somma degli 
ordini dei due minori l'uno complementare del- 
l'altro ò sempre eguale ad n. 
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§ 4. — Sviluppo di un determinante. 17 

Inoltre ci sarà facile dimoatrare elie le classi 
dei due minori complementari sono o ambedue 
pari o ambedue dispari. 

Infatti sommando i numeri che rappresentano 
gK ordini delle linee e colonne contenute in un 
minore e nell'altro, poiché nel complesso dei due 
nuovi minori sono rappresentate, e una -volta sola, 
tutte le linee e tutte le colonne, così si ìia sempre 
per risultato 

2(1 + 2 r3 + . . .-.-n) 

cioè un numero pari, e quindi resta dimostrato 
l' assunto. 

È utile introdurre una denominazione. Dato un 
minore abbiamo definito che cosa è il suo comple- 
mentare; ma se questo lo consideriamo col segno 
-|- o ^ secondochè è di classe pari o dispari, al- 
lora lo chiamiamo aggiunto o complemento alge- 
hrìco del minore dato. 



S 4. ~ Sviluppo ni un hbteeminante 

PER DETERMINANTI DI ORDINE JKPKUIORK. 



Consideriamo un minore di un determinante 
(lato e il suo complemento alffel/rico. 

Facciamo il prodotto dei due determinanti mi- 
nori così ottenuti. 

Il primo minore {quelìo di ordine n — m) svi- 
luppato secondo la definizione conterrà {n~m)l 
termini, e l'altro (quello di ordine m) conterrà m] 

PlSOAL. 2 
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18 § i. — Sviluppo di un determinante. 

termini. II prodotto di esai conterrà dunque 

(m — m)\ m\ 

termini. 

Faremo vedere che ciaBCuno di questi turraini, 
col modeaimo segno con cui qui abbiamo fìaeato 
di considerarli, compare nello sviluppo del deter- 
miuaute dato. 

Supponiamo che il minore di ordine m aia for- 
mato colle linee di ordine 



e eolle colonne di ordine 

dovi! per le definizioni del § precedente si ha 

S, < .S, < . . . < S,n 

■r, < )-2 < . . . < rm. 

Il minore complementare sarà formato con ele- 
menti presi in quelle lineo e in quello coloimo i 
cui ordini non figurano fra i numeri s e r. 

Siene rispettivamente e ordinatamente 

)■', < r'a - . . < r'„-„. 

i numeri d'ordine delle lìnee e colonne del mi- 
nore complementare di ordine n — m. 

L'assieme dei numeri s e s' forma una permu- 
tazione dei numeri 1, 2, . . . «, e così per i numeri 
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§ 4. ~ Sviluppo di un determinante. 19 

Un termine del prodotto dei 'lue minori sarà 
evidentemente un prodotto di n elementi del de- 
terminante dato di CHI due non appartengono mai 
ad una stessa colonna o Imea quindi a meno de] 
segno sarà un tei mine dello sviluppo de! deter- 
minante dato Peso sarà in geneiile del tipo 



dove con pj p^ , . , fm si intende una permuta- 
zione dei numeri *■[ ì\. . . ri,,, e con p'i p'2 . . ■ p'«-bì 
si intende una permutazione dei numeri r', r'j . . . 
r'ji-iB. Supposto elle nella permutazione pi pj . ■ . fwi 
vi sieno p inversioni, e in quella p'i p'a ... p'ìi-b! 
ve ne aieno f-', il segno di quel termine sarà in- 
tanto quello di 

(-1)!+;' 

e inoltre, por la convenzione fatta, cioè di mutare 
il segno al prodotto se si tratti di due minori di 
ciasse dispari, cioè se 

s, t- Sa + . . . + s,„ j- ri -^ r2 + . . . + rm 
è dispari, il segno definitivo di quel termine sarà 
quello di 

f_ l)!.+?'+s,+...+B,„+r,+, .+.■„_ 

Esaminiamo ora invece con che segno bisognerà 
prendere quel termine considerato come apparte- 
nente allo sviluppo del determinante dato. 

Il segno dipenderà dal numero delle inversioni 
contenute nelle permutazioni. 
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20 § 4. — Sviluppo di un determinante. 

Ora le s fra loro non formano inTersioni percliè 
sono disposte iti ordine crescente, e così le s'. In- 
vece le s possono formare inversioni colle s'. Que- 
ste inversioni si possono calcolare cosi: s, formerà 
inversioni con 8[ — 1 numeri minori di esso, e 
poiché Sg . . . s,„ sono tutti maggiori di s,, cosi tali 
numeri si troveranno tutti fra gli s'. Così Sg for- 
merà inversioni con s^ — 1 numeri minori di esso, 
ma poiché Sj è uno di questi, così no restano fra 
gli s' solo Sa — 2- E così di seguito ; si ricava in- 
fine che il numero delie inversioni ohe le s for- 
mano eolle s' 6 : 

s, - 1 -1 s^ - 2 + Sa - 3 + ... -1- s,„ - m ^ 

Esaminiamo ora le inversioni formate fra le p p'. 
Esse saranno prima lo inversioni che formano ie 
p fra loro, o che precedentemente abbiamo indi- 
cato con p ; poi quelle che formano fra loro le ?', 
e che sono in numero di p' ; e finalmente quello che 
le p formano eolle p'. 

Queste ultime si possono calcolare osservando 
che il loro numero non varia se permuto lo p fra 
loro in qualunque modo, p. es., se le distribuisco 
in ordine crescente di grandezza. Allora il loro 
numero si calcola colla stossa considerazione fatta 
ultimamente a proposito delle s, e si trova che 
esso è: 
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§ 4. — Sviluppo di un determinante- 21 

Duni.nn) il segno che cerchiamo « quello di 

(— i)-+'/+si+...+s„,+e,+ei+-..+c™ 

osservando die m [m + 1) è cortamente un numero 
pari. 
Ora essendo 

f, + Fa ■■ . . . + ?m ■= ì\ !- J'^ I- . . . +■ rm 

perchè le p sono le stesse r ma in ordine dÌTerso, 
si ricava finalmente ohe i! seguo con cui 
prendere il termino 



nello sviluppo del determinante dato è lo stesso 
del ae^no con cui questo termine, per le conven- 
zioni fatte, comparisce nel prodotto dei due sot- 
todeterminanti complementari. 

Resta con ciò dimostrato che un tal prodotto 
col segno -~ o — secondoehè i sottodeterminanti 
sono di classe pari o dispari, è tma parte del de- 
terminante dato. 

Consideriamo ora m linee o m colonne. 11 nu- 
mero dei sotto determi nauti di ordine m contenuti 
in quelle linee o colonne è evidentemente 



Moltiplicando ciascuno di essi per i loro sotto- 
determinanti complementari e dando al prodotto 
il segno + — secondo la solita regola, si lianuo 
in tutto 

(»)(«-,„)],„! = „! 
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22 § 4. — Soiluppo di un determinante. 

termini, tutti fra loro diversi, perchè due minori 
contenuti nelle m linee scelte differiscono tra loro 
sempre almeno per una colonna. Intanto tutti 
questi termini, per le dimostrazioni fatte, appar- 
tengono tutti al determinante dato, il quale d'altra 
parte no ha solo n l e non più, dunque possiamo 
eonchiudere che in tal maniera ai vengono ad 
ottenere tutti i termini del determinante dato. 
Cioè: 

Un determinante è eguale alla somma dei pro- 
dotti dei minori contenuti in m linee o colonne 
(m qualunque) per i loro complementari, dando 
a ciascun prodotto il segno + o — secondochè i 
minori che si moltiplicano sono di classe pari o 
dispari; colla denominazione introdotta avanti ai 
può dire più brevemente: un determinante è eguaie 
alla somma del prodotti dei minori contenuti in 
m linee per i loro complementi algebrici. 

Facendo in particolare m ^^ 1 ui riduciamo a 
considerare tutti i minori contenuti in una sola 
linea; tali minori sono gli elementi stessi, e la 
loro classe si ottiene sommando gli indici che rap- 
presentano il posto di quell'elemento, 

Ahbiamo dunque: 

Un determinante è eguale alla somma algebrica 
dei prodotti degli clementi di una linea o colonna, 
■per i rispettivi complementi algebrici. 
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§ 5. -- Proprietà dei i 

DI UN I 



È notevole il seguente teorema sui minori di 
un determinante. 

Abbiamo dimostrato che la somma dei prodotti 
degli elementi di una linea (o colonna) per i loro 
rispettivi complementi algebrici è eguale al deter- 
minante dato. Chiamando D il determinante o 

ai-i aj'2 . ■ . ch-n 

gli elementi di una linea, e 

A.i A,-> . . . A,u 

i complementi algebrici, si ha la relazione: 

«ri An I- Uil A,-S i- . . . + arn Ani = I). 

Ora consideriamo una liiioa parallela alla linea 
considerata, cioè 



dove s sia diverso da r, e ooHaideriamo i comple- 
meati algebrici corrispondenti 

/Isl À,2 . . . A,,<. 
E facile far vedere che 

((,■1 ^1 + . . . -; «n, Js« = 0. 
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Giacche il primo membro di questa espressione 
può consiiJerarsi come lo sviluppo di un determi- 
nante che si ottiene dal determinante dato togliendo 
la linea a'"" e sostituendovi gli stessi elementi 
della linea r'™; si ha allora lo sviluppo di un 
determinante identicamente zero perchè ha due 
linee parallele identiche. 

Possiamo dunque dire: 

È zero la somma dei prodotti degli elementi di 
una linea per i complementi algebrici degli ele- 
menti corrispondenti di una linea parallela. 

Questo teorema può generalizzarsi alla somma 
di prodotti di minori. 

Consideriamo m linee paraìlele; i minori in esse 
contenuti, o i loro rispettivi complementi algebrici- 
Consideriamo un sistema di altre m lineo parallele 
alle prime, e diverso dal primo sistema, perchè 
contenente almeno una linea diversa. I minori 
contenuti in queste nuove m linee, si possono far 
corrispondere uno ad uno ai minori delle m hnee 
di prima, considerando come cori'ispondenti quei 
minori racchiusi fra le stesse colonne. Si può ora 
dimostrare che è zero la somma dei prodotti dei 
minori contenuti in m linee per i complemenii al- 
gebrici dei corrispondenti minori contenuti nelle 
altre m lìnee parallele. 

In effetti supponiamo, per fissare le idee, che si 
sieno considcfati i minori contenuti nelle m linee 
di ordini 



e che poi il secondo sistema di m linee s 
tuito dalle lìnee di ordini 
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(dove alcune delle v possono essere ancora alcune 
delle h). Chiamando M-^M^. . . i minori contenuti 
nelle linee di ot'dine «i . . . •^m, e chiamando JHj' 
Mi . . , i loro complementi algebrici, il valore del 
determinante è 

jV", .¥/ + iW, M^' -h . . . 

Indicando invece con N^N^- ■ . i minori conte- 
nuti nelle linee di ordini «j v^ . . . v,„, l'espressione 

N^Mj' ± N,M.;+ . . . 

non è altro che il valore di un determinante che 
ai ricaverebbe dal dato, eopprimendo ie linee di 
ordini ^i...\^m, e al loro posto ponendo linee 
eguali, nei loro elementi, a quelle degli ordini 
Vj . . , v„,. Un tal determinante verrà allora per 
necessità ad avere almeno due linee parallele eguali, 
perchè i due sistemi di m linee diiferivano abneno 
per una linea. Quindi esso è aero, e perciò h zero 
la espressione; 

N, M|' -I- N, M,' -]-... 

come ai volea dimostrare. 

Un'altra proprietà riguardante i minori è la se- 
guente : 

Indichiamo con Ars il complemento algebrico 
di un elemento Ui-s. In ^^s ai intende quindi in- 
cluso il segno che ad esso compete. 

Se il determinante è zero allora i complementi 
algebrici degli elementi di una linea (o colonna) 
sono proporzionali a quelli degli elementi di una 
qualunque altra Urna (o colonna) parallela. 
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Ih formoìa si hii 






Il complemento algebrico Ai'i può sci'ÌYersi nella 
seguente maniera 



(hi. «li 

«SI "SÈ 




■ Cfl.i 


a.— -1,1 (II--!. 2 
1 

«'■+1,1 «f+1,2 




. 


««1 a„2 




. Clnu 



il qual determinante si ottiene dal dato soppri- 
mendo l'antica linea r'"" e ponendo al suo posto 
la linea formata cogli elementi 

1, 0, 0, .... 

Se moltiplichiamo per Ash una colonna qua- 
lunque, si ottiene il prodotto ArvAsk- D'altra parte 
supposto di moltiplicare per Ask la eolouua k'"", 
aggiungendo poi agli elementi di esaa così mo- 
diSoati, gli elementi della prìma colonna moltipli- 
cati per .^si, quelli della secooda moltiplicati per 
Ani, e cosi di seguito, gli elementi di tale colonna 
h'"'" direntano tutti zero meno uno, perdio si hanno 
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[azioni 

A^i + . . . 1 rnii ^sZ; ■' . . . + ain Asi, — 

Axi -I . . . ^ chk A,k ì- . . . + «s.» A^n ^ D--=0 



L'elemento situato alla ìiaea )■'"» risulta invece 
semplicemente Agi. 

Quindi Io BTiluppo di un tal determinante così 
modificato sarà Asi moltiplicato per il complemento 
algebrico dell'elemento appartenente alla colonna 
k'"" e alla linea »■"'", cioè A,-h; abbiamo quindi la 
relazione 

A.i A.k = A.i Ari 



Facendo h = 2,%...n si hanno tutte io rela- 
zioni precedenti. 

Introducendo i minori di 2." ordine, un deter- 
minante D di ordine n può porsi sotto la forma 
di un determinante di ordine n—1. 

In effetti dall'ultima colonna moltiplicata per 
«In— I togliamo la precedente moltiplicata per «ij.; 
poi dalla penultima moltiplicata per «1,1-2 togliamo 
la n — 2"'" moltiplicata per ain—i e così di seguito; 
ai ha allora un determinante in cui gli elementi della 
1." linea sono tutti zero, meno II primo e quindi 
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(poiché poi il determinante è restato moltiplicato 
per aiii-iaui-'ì- ■ •ciu) si Ìia, aopprimendo il fat- 
tore «il a! prìmo e secondo membro, 

«j,...<ìi,,-iZ)=| : 

Così D, a mono di un fattore, resta osprcsso 
eoa un determinante di ordine u — 1, i cui cle- 
menti Bono minori di 2." ordine. 

Se quindi supponiamo che tutti i minori di 2." 
ordine di un dato determinante sieno dimsibUi 
per p, -(senza che Io siano gli elementi) allora è 
chiaro che il determinante dato è diaisibile per 
p"~' ("Janni, Teoremi sui determinanti, G-ioni. di 
Batt. XII p. 142). 

Questo teorema può ritenersi come un'estensione 
dell'altro che se tutti gli elementi di un determi- 
nante di ordine n, sono divisibili per p, il deter- 
minante è divisibile per p". 



§ fi. ~ Moi.'1'iiJLicAzroNi: ni jjue jJiii'ii;R\riXANTi. 

11 prodotto di due determinanti dello stesso or- 
diae si può esprimere mediante uo determinante 
del medesimo ordine. La dimostrazione di questa 
proprietà e la regola semplice per formare i vari 
elementi del nuovo determinante, formano lo scopo 
di questo paragrafo. 
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Siono i due determinanti 



li loro proilotto potrà esprimersi col iletcfini- 
iiRTito unico di ordine 2n: 



. 



dove si intende che i! quadrato di elementi situato 
alla destra del quadrato delle «, contiene tutti gli 
elementi zero, meno quelli della diagonale princi- 
pale che sono eguali a ~ 1, e il quadrato a si- 
nistra delle i contiene tutti gli elementi zero. 

Se sviluppo questo determinante per prodotti di 
minori contenuti nelle prime n linee, osservando 
che di tali minori non ce n'è che uno solo diverso 
da zero, che è il determinante delle «, e che il 
suo complemento algebrico è, col sbj>tio -\-, esat- 
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tamente il determinante delle 6, si ricava che ap- 
punto il determÌQante così formato è eguale al 
prodotto dei due dati. Ora con una facile trasfor- 
mazione di determinanti poaaiamo ricondurre questo 
ad uno di ordiae W"". 

In effetti, agli elementi della prima colonna ag- 
giuTigiamo quelli della ooloima n 4- l"'" moltiplicati 
per «11, poi quelli della n-l-2™'' moltiplicati per 
«21, ecc., quelli della 2 n'"^ moltiplicati per a,ii. 
Il determinante non resterà alterato, e gli elementi 
della prima colonna difentano rispettiTamente 





«Il ^11 + «21 *12 -i- - - ■ + «ni iln 
«II 621 + «31 ^32 + . . - + fluì h» 



«II ''«I + «21 ^h,ì (- . . . -i- n,n hnn 

Aggiungiamo ora ancora agli elementi della se- 
conda colonna quelli delia n -y- 1™", n + 2"'", . . . 
2 n°"- rispettivamente moltiplicati per «ig a^^ . . . Oh-ì- 
Gli elementi della seconda colonna diventeranno 



Ó 
(7i2 6,1 -I- Agamia + . . . + a„3Ìi,i 

«,a &g, + «i3 (^5 + . - . -+- n»2 Ò'2n 
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Cosi seguitando si vede ehe il determinante 
resta trasformato iu un altro anche di ordine 2 m, 
ma nel quale al posto che prima occuparano le a 
compaiono elementi zero, e al posto degli zeri che 
prima erano al disotto del quadrato dello a, ora 
compariscono delle espressioni bilineari omogenee 
m a e b. Propriamente ponendo 



possiamo dire ehe il determinante resta trasfor- 
mato in quest'altro 



Sviluppando questo determinante per prodotti 
di minori contenuti nelle prime « lince, e osser- 
vando che in tali linee, di minori diversi da zero, 
non c'è altro che il determinante 



-1 , 







il cui valore è (- V," , e che il compiomento al- 
gebrico di questo, è il determinante delle e col se- 
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jrno di 

(_ l)l+2+.-.+"+(«+ll+.. +2" --= 

si conclude che il valore del determinante prece- 
dente è esattamente 



che è un dottìrminante di ordine n. 

Resta con ciò anche trovata la legge di formi- 
gione del determinante 'prodotto; i termini della 
sua prima linea si formano facendo la somma 
dei prodotti degli elementi della prima linea di 
uno dei determinanti dati, per gli elementi della 
prima, seconda, ecc. n'"" colonna dell'altro deter- 
minante; intendendo di moltiplicare fra loro solo 
gli eleménti che occupano posti omonimi nella linea 
e nella colonna; così i termini della seconda linea 
si formano facendo la somma dei prodotti degli 
elementi della 2.' linea delprimo,per gli elementi 
della i." 2,"; . . .«""* colonna dell'altro, e così se- 
guitando. 

Secondo questa regola, dobbiamo combinare le 
linee del primo determinante colle colonne del se- 
condo; è naturale però che da questa regola, se 
ne può ricavare subito un' altra per la quale ai 
combinino nel solito modo le linee del primo de- 
terminante colle linee del secondo, ovvero le co- 
lonne colle colonne. 
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In effetti noi possiamo, se ci piace, scambiare 
nel secondo determinante le linee colle colonne, 
e allora la combinazione delle linee del primo de- 
terminante colle colonne del secondo, diventa la 
combinazione delle linee de! primo colle linee del 



In tal maniera il determinante proiloito può 
assumere tjuattro forme diverse, perchè si possono 
combinare le linee del primo colle iinoc del se- 
condo, o le linee del primo colle colonne del se- 
condo, le colonne del primo eolle linee del se- 
condo, finalmente le colonne del primo colie 
colonne del secondo. 

La regola qui dimostrata vale per i! prodotto 
di due determinanti dello stesso ordino. Ma se i 
due fattori sono di ordine diverso, allora sì può 
anche applicare !a stessa regola purché si abbia 
l'avvertenza di rendere prima i due determinanti 
dello stesso ordine, cioè di aggiungere opportu- 
namente a quello di ordine minore tante linee e 
altrettante colonne, da raggiungere 1' ordine del- 
l'altro, e in maniero che il suo valore resti inal- 
terato. 

Su di un esempio apparirà mogUo la cosa. 

Si abbia da moltiplicare un determinante di .1." 
ordine per uno di 2." ordine 

■ a h 



Questo può subito porsi sotto forma di nn de- 
tei-minante di 5." ordine scrivendolo nel seguente 
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a b 
e dO 
10 
10 
',00001 

Per la regola nota dello sYiIiippo di un deter- 
minante, quest'ultimo determinante è eguale al 
dato di 2." ordine. 

Se i due determinanti dati sono identici, allora 
ai ottiene colla regola' indicata il quadrato di un 
determinante. Siene ars gU elementi del determi- 
nante dato e c,-s quelU del quadrato. 

L'elemento c,-s e p. ea., la somma dei prodotti 
degli elementi della r"'" linea per gli elementi 
della s"'" linea; mentre Csj- è la somma dei pro- 
dotti degli elementi della e'"" linea per quelli della 
)■"'" linea, cioè 



Chiamando coniugaii quei due elementi di un 
determinante qualunque, nei quali gli indici sono 
gli atesai ma scambiati fra loro, ricaviamo che: 

il quadrato di un dato determinante è un de- 
terminante nel quale sono eguali a due a due gli 
elementi coniugati. 

Determinanti cosiffatti si chiamano simmetrici 
e saranno studiati iu seguito. 

Per la regola di moltiplicazione dei determinanti 
si veda Blhet, Journal de V École Polyt., XVI, 
p. 280; Cauchy, Idem, XVII, p. 29. 
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§ 7. — Dj'Iteemisantb 
prodotto di dite matrici btittangolaei. 

Lo studio della foriDazìone del determinante 
prodotto di due dati ci conduce a introdurre una 
notazione e un concetto nuovo. 

Siene c>-s gli elementi del prodotto C; a,-3, h.s 
HUclU dei deterpiinanti dati, A, B. Consideriamo 
l>er fissare le idee i! seguente minore di C 

I Cu Ci2 ■ - - Oh,, 



h)ii[jponiauio clic il prodotto sia stato tatto 
iiioHipllcaìido A, B pey linee- Allora 1' elemento 
Ci-g è dato da: 

Il mÌQore soprascritto può Himbolicamente rap- 
[ireaentarsi nel seguente modo- 

Cbianiiamo matrice rettangolare una tabella nella 
quale sieuo scritti, disposti in rettangolo, mn ele- 
meiitì; cioè vi sieno m linee ognuna risultante di 
Il elementi. Se m = n allora si ha la matrice qua- 
drata, come l'abbiamo già introdotta nei paragrafi 
precedenti. 
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Consideriamo due di queste matrici rei 
così formate 



h:,.\ h,2 . ■ . b,n„. 

Se noi combiniamo la prima linea dell'una colla 
prima linea dell' altra, nello Btosao modo con cui 
si procede per fare il prodotto di due determi- 
nanti, cioè formiamo la somma dei prodotti degli 
elementi della prima linea dell'una per gli elementi 
della prima linea dell'altra; poi nello stesso modo 
combiniamo la prima linea dell'una per la seconda 
dell' altra, e così seguitando, otteniamo evidente- 
mente in tutto HI . m = m^ elementi, che sono esat- 
tamente quelli del soprascritto minore di C. 

Questa osservazione è fondamentale, perchè ci 
dà in certo modo il mezzo di rappresentare il 
minore di C mediante le due matrici rettangolari 
aoprasegnate. 

Per definizione cìilamei-emo prodotto per linee 
delle due matrici rettangolari, il determinante 
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E quindi allora r 

ogni minore del determinante prodotto di due 
altri, è il prodotto di due matrici rettangolari. 

La matrice rettangolare da aè sola non ha nes- 
sun significato di quantità; è il prodotto di due 
simili matrici che acquista, per la data definizione 
un significato ben definito. 

Inoltre perchè si possa parlare di prodotto di 
due matrici rettangolari, è necessario, per le cose 
dette, che esse sieno composte dello stesso numero 
di linee, e dello stesso numero di colonne. 

Il prodotto che abbiamo effettuato, si può chia- 
mare, per analogia colle cose dette, a proposito 
del prodotto di due determinanti, un prodotto ese- 
guito per linee. In tal caso si ha un determinante 
di ordine )«, essendo m il numero delle linee delle 
matrici (m < »)■ 

Naturalmente ci viene allora anche l'idea di 
eseguire il prodotto per colonne, e allora otter- 
remmo un determinante di ordine n, perchè « è 
il numero delle colonne. Lo stesso determinante 
si otterrebbe se nelle due matrici invertiamo prima 
le linee colle colonne, e poi osej^uiamo ancora il 
prodotto per linee; ma allora le due matrici da 
cui partiamo hanno un numero di linee superiore 
al numero delle colonne. 

La ricerca che ci si presenta ora è questa: stu- 
diare in generale il determinante formato nella 
indicata maniera, moltiplicando per linee due ma- 
trici rettangolari di m linee e n colonne, dove m 
sia minore o maggiore di n. 

I due teoremi che troveremo sono estremamente 
rimarchevoh. 
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Ineoinitìciamo eoH'osservare che il pvoàotto per 
linee lìelle due matrici, può in ogui caso seriYersi 
sotto la forma del seguente determinante di ordine 
m + n: (Saedi, Nuova dìmostraiiione del prodotto 
di due matrici, G-iorn, di Batt. V-1867, |>. 174) 
' «„ . , . a,„i - 1 , . . I 



: «is ■ • 



-1 







. 



, 



h,„ 



hml 



In effetti procedcudo, come abbiamo fatto nel 
S precedente, cioè aggiungendo alla 1." colonna la 
m H- 1"'" moltiplicata per «„ , la m -1- 2"" moltipli- 
cata pei' «12, ecc., ecc., ai riconosce subito che que- 
sto determinante si ti'asforma in un altro ohe si 
riduce subito a quello di ordine m o che rappre- 
senta per definizione il prodotto per linee delle 
due matrici. 

Ora distinguiamo i due casi ìn<in, e vì'>ii. 
Eseguiamo lo sviluppo di quel determinante pfr 
prodotti dei minori contenuti nelle prime m co- 
lonne. Se ìH > n, tali minori vengono tutti a coti- 
tenere una linea formata con elementi nero, e 
quindi sono tutti Kcro, e perciò possiamo subito 
con chiude re : 

Se m>n Ìl prodotto per linee delle due matrici 
rettangolari di m lìnee e n colonne, è zero. 
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Supponiamo invece l'altro caso, m<n. Allora 
è più facile procedere in altro modo. 

Il determinante prodotto delle due matrici può 
decomporsi (per il teorema sui determinanti ad 
elementi polinomi]) nella somma di m" determi- 
nanti della forma 



■ ah;,, h,Hi-„ 



«2r, hu; , ni,-, hìn, 



' «Ir, (71. ■, ■ - ■ «lr,„ 



do¥e ì\ fa ■ ■ ■ 'm rappresentano una dispoaizioue ad 
m ad m con ripetizione degli n indici 1,2, ...H. 
l'acendo variare r^ rj . , . rm in tutti i modi possi- 
bili e sommando si ha il determinante prodotto. 

Ora osserviamo in primo luogo che quando due 
pili degli )■ sono fra loro eguali, allora il risul- 
tato è aero; quindi basterà limitarsi alle disposi- 
zioui senza ripetizioni degli n indici ad m ad m. 
Inoltre facciamo il sommatorie estendendolo prima 
a tutte le possibili m! permutaKioui dei medesimi 
indici )■. II valore assoluto del determinante delle n 
resta in ogni caso invariato, e solo muta il suo se- 
gno, il quale sarà + o — secondochè è di classe 
pari dispari la permutazione che si fa sugli r. 
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Si ha allora 

1 «!!■, . . . a\r,„ 



i±hu;b-2>;...h,H.:^ 



cioè il prodotto 

: ai,-, . . . air,,. I i ili; ■ . 6lc,„ I 



Questo prodotto è quello di due minori omolo- 
ffhi (formati eolle omonime colonne) nelle due ma- 
triei date. Facendo variare in tutti i possibili modi 
gli indici )■,... )■„, scelti fra 1, 2, ... w e sommando 
si ha la somma dei prodotti dei minori omologhi 
contenuti nelle due matrici, cioè: 

Il prodotto per linee di due matrici rettangolari 
ad n colonne ed m linee, dove sia m <n, è eguale 
alla somma dei prodotti dei minori di ordine m 
contenuti in una matrice, per gli omologhi conte- 
nuti nell'altra. 

Abbiamo già detto che ogni minore del deter- 
minante prodotto di due altri, sì può esprimere 
come prodotto di due matrici rettangolari scelte 
nei due determinanti. È facile ora fissare con che 
legge si devono scegliere queste due matrici. Sup- 
poniamo che si tratti di un prodotto ottenuto com- 
binando le linee colle linee. 

Consideriamo il minore di ordine m che ha per 
elementi della diagonale principale gli elementi 
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È facile verificare che questo minore si otterrà 
moltiplicando per linee la matrice rettangolare 
contenuta nel primo determinante e avente per 
linee quelle di ordini r, Cg . . ■ rm colla matrice ret- 
tangolare contenuta nel secondo e avente per linee 
quelle di ordini Sj Sg . . . Sm. 

8e quindi nel determinante delie e, consideriamo 
un minore di cui gli elementi diagonali sieno an- 
che tutti elementi diagonali del determinante to- 
tale (un minore, che potrebbe cbiamarsi minore 
diaconale o principale) allora le % s.^ ... Sm sono tutte 
eguali rispettivamente a ri j^ . . . rm, e quindi allora 
le matrici rettangolari da scegliere nei due deter- 
minanti sono formate colle linee ayenti gli stessi 
numeri d'ordine, cioè sono matrici omologhe. 



S 8. - - DETERMINANTI BEOIPROOI. 

Dato un determinante, a tutti i suoi elementi 
corrisponde un complemento algebrico; quindi esi- 
stono n* complementi algebrici che chiameremo Ara. 

Il determinante formato con questi, cioè 



vin A; 



si chiama il reciproco del determinante dato. Esi- 
stono dei teoremi assai rimarchevoli che stabili- 
scono le relazioni fra il reciproco e il dato. 
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È utile notare che il determinante sarebbe lo 
stesso in yalore e in segno ae le Ars in luogo di 
rappresentare i complementi algebrici rappresen- 
tassero solo i complementi degli elementi; infatti 
ciò equivarrebbe a mutare segno agli elementi che 
occupano posti disparì (t. § 2). Per le dimostra- 
zioni seguenti è però utile che le A rappresentino 
i complementi algebrici. 

Prima di tutto, se il determinante dato ha va- 
lore zero, sappiamo che i complementi algebrici 
degli elementi di una linea sono proporzionali a 
quelli degli elementi di una linea parallela. Onde 
nel determinante reciproco gli elementi di due linee 
colonne, sono proporzionali, e questo basta per 
conchiudere che il determinante reciproco è zero. 

Inoltre qualunque minore appartenente al de- 
terminante reciproco (meno naturalmente i minori 
di primo ordine, che sono gli elementi stessi) ha 
anche proporzionali fra loro gli elementi di duo 
qualunque linee, e quindi possiamo infine con- 
chiudere : 

Se un determinante è sera, il suo recìproco e 
tutti i minori di questo (sino a quelli di 2." or- 
dine) sono anche zero. 

Esiste un teorema assai semplice che dà senza 
altro il valore del reciproco di un determinante 
dato. Facciamo ii prodotto di un determinante per 
il suo reciproco. Si ha colla nota regola 
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cinAji ■ 









, <mA,, 



iiiAìii, ...(tuiAiii-^ 



Ora per i noti teoremi sui minori di un deter- 
minante, si ricava che in questo, meno gli ele- 
menti della diagonale principale, tutti gli altri 
sono zero. Gli elementi delia diagonale principale 
sono poi eguali al valore de! determinante dato, 
che chiameremo i). 

Chiamando quindi lì il reciproco ai ha 

donde 



Si Titava noi 4uesto impoitanle e spuii In ■■ 

/' ìeciptoio rf» (irt ddeìmimmie h t p i uiìoit 
ìi( potenza n — 1""* dcì /fato 

Esaminiamo ora come ai possono eapmneio i 
minori di B mediante quelli di D 

Possiamo stabilire una eoi rispondenza fia i mi 
non di Z* quelli di P, intendendo coiiiapondenti 
quei minori che m D e R sono racchiusi da linee 
e colonne che hanno gli stessi numeri d'oiflme 
Due siffatti minoii h ohiaineiemo omoloqln 

Pei maggiore semplicità considenamo puma il 
minoie di ordine m contenuto nelle prime m co 
Icniie, e nelle prime m linee del lecipioco L 
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A,.t . . . A„„„ 
che moltiplicheremo per il determinante dato. Na- 
turalmente coir aggiunzione opportuna di linee e 
colonne, ridurremo questo minore all'ordine n. 

Propriamente ei converrà porre il prodotto sotto 
la forma seguente: 



; 



.0 







. 1 



dei quali due determinanti il primo non è altro 
che il minore 3/, come si vede immediatamente. 
Il prodotto di quei due determinanti è 
D ...0 ...0 







D 



.0 










.JJ 





.0 




ai,,„+\. a%<„+i . 


.a,„ 


).-(-! «mi],(ji+l . 


.(U 


m-\-\ 


«l,»,+2 (Y-V"!-? . 


. a.i, 


((+2 a,„+\,,n+1 ■ 


.n„ 


»<+a 
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Sviluppando questo determinante secondo i mi- 
lori contenuti nelle prime ni linee si ha 



1 ««-fi,» . . . Un» ; 

e il determinante «he qui eompariseo non è altro 
ohe r omologo N nel determinante dato del com- 
plemento algebrico di M nel determinante reci- 
proco- 
Si ha dunque 

M . 1) - D'" . N 



risultato ottenuto per lo speciale i 
sì può estendere a qualunque altro minore; 
giacché qualunque altro minore di ordine m in JU, 
con opportuno spostamento di linee e colonne (che 
non fa che alterare, al massimo, il segno di J?) si 
può ridurre ad avere la posizione di M in Ji, e 
allora spostando in modo simile le linee e le co- 
lonne di D, ai potrebbe conehiudere lo stesso ri- 
sultato. Possiamo dunque in generale dire: 

Un qualunque minore M di ordine w, contenuto 
nel determinante reciproco H, è eguale al minore 
omologo in D del complemento algebrico di M iti 
£, moltiplicato per la potenza m — 1™*' del detej-- 
minante dato. 

Per i minori di ordine n — 1 si ha: 
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Il complemento di un elemento Ars di B è eguale 
al corrispondente elemento aradi D, moltiplicato 
per la potenza n — 2°"' di D "{/.sfo 

Quest'ultimo teorema mostra che <ie di un dt 
terminante D formo il recìproco R, e poi di que 
sto formo ancora il reciproco, ottengo, a meno di 
un fattore (elie è P"("-2)) di nuovo il detenni 
nante D da cui sono partito. 

In tutto ottengo 

7>-'-2"+l __-_ J)y-!f. 



È da ciò che resta giustificata la denominazione 
di reciproco data al determinante R; i due de- 
terminanti D ed R stanno fra loro in perfetta re- 
eiprooità- 

Dal teorema superiore risulta anche subito che 
se in D un minore è zero, il complemento del suo 
omologo in B è anche zero, teorema per il quale 
non occórrono quindi le dimostrazioni contenute 
in Giorn. di Batt., Tol. XII, p. 142. 

Un altro teorema ani determinanti reciproci è 
il seguente; 

Si abbiano dite determinanti dello stesso ordine 
D, D' , e si moltiplichino fra loro in uno dei 
quattro modi possibili, p. es., per fissare le idee, 
si moltiplichino per linee (cioè combinando le 
linee per le linee); si faccia nello stesso modo il 
prodotto dei loro reciproci B,R'; si otterranno 
due determinanti P, Q, di cui il secondo è reci- 
proco del primo. 

Ohe il prodotto Q debba essere reciproco di P 
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come valore, si vede subito ricordando che 

R = i)"-i 

K' = /)'"-! 

e quindi 

Q ^ n W ^ UJ D')"-' = F"-' 

e infatti sappiamo ohe il reciproco di P ha ap- 
punto per valore P"~^ 

La quiatione però è di mostrare che Q anche 
nei suoi singoli elementi i-isulta il reciproco di P. 
G-li elementi di D sieno ars, e quelli di D' sieno 
a'rs] quelli di R, R' eìeno rispettivamente Ara, 
A'rg. Indichiamo poi con hrs, B,-s gli elementi dei 
prodotti P, Q rispetti va mente- 
li complemento di irs in P è , come si sa dal 
■; precedente, il determinante formato dal prodotto 
per linee delle due matrici rettanyoluri ohe e: ot- 
tengono da i) e D' quando in essi ai sopprimono 
rispettivamente le linee r"'" e 3""*. Per avere poi 
il complemento algebrico bisogna moltiplicare an- 
cora per ( — !)'■+*'. 

Per un teorema sul prodotto delle matrici si 
ricava che tal prodotto è eguale alla somma dei 
prodotti dei determinanti omologhi di ordine " — l 
contenuti in quelle matrici. 

Poiché ì determinanti contenuti in quelle ma- 
trici sono rispettivamente 

{-1/+1 Ari, {-1/+' A%A 

[ - 1/-+2 7i,..>, :-i>+^ A\-i 
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Determinanti reciproci. 



così si l'ieava che il complemento di b^a in P e 

{- l,'-+= ÌAri A'si -T ^-2 à:,2 + . . . + -4,.„ A'J 

e moltiplicando per (— l)'"*"* per avere il comple- 
mento algebrico, si ottiene esattamente l'elemento 
B,-B ài 'J. Con ciò il teorema è dimostrato. 
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PAKTE n. 
Ricerche speciali sui determinanti e applicazioni. 



Si). — Altri metodi 

PER LO SVILUPPO nt UJi' D3i;'ì'BitMINA;NTE. 

Regola di Laplace. 

E nota sotto il nome di regola di Sarrus una 
nìgok per lo sviiuppo di un determinante di 3." or- 
dine 

i «n "n «13 ; 

' "21 "2E «28 ' ■ 

. f'si ('il f's'i 

Si considerino gli elementi situati sopra trasver- 
sali parallele alle due diagonali, e si chiamino 
complementari quelle trasversali situate da parti 
opposto dì una diagonale, e tali che la somma de- 
gli elementi in esse contenute sia 3. Così le 
due trasversali 
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50 § 9. — Altre redole di svilu^o d 



sono complementari. Si moltiplichino fra loro tutti 
gli elementi contenuti nella trasversale principale 
(diagonale principale) e nelle trasversali fra loro 
(.omplementari parallele alla diagonale principale; 
SI hanno cosi tie termini dello sviluppo del deter- 
minante dato ^51 faccia Io stesso colla diagonale 
secondaria e colle tiasversali complementari ad 
essa piiallele si hanno altri tre termini dello svi- 
luppo, 1 quali altri tre termini bisogna prenderli 
col segno negativo. 

L'assieme dei sei termini è lo sviluppo del de- 
terminante dato. Si fa dunque la somma dei pro- 
dotti (presi col segno -t ) degli elementi contenuti 
nella diagonale principale e delle trasversali com- 
plementari parallele a questa; e dei prodotti (presi 
col segno — ) degli elementi contenuti nella dia- 
gonale secondaria, e di quelli contenuti nelle dia- 
gonali complementari parallele a questa. 

Una estensione di questo metodo ai determi- 
nanti di ordine qualunque è data in un lavoro di 
BoNOLis, DI un nuovo metodo per sviluppare i 
determinanti di grado qualunque, ecc. Giorn. di 
Batt., voi. XXI, p. 336. Non è però necessario 
fermarci su qaesta considerazione che ha poca 
importanza. 

Citeremo ancora: 

Teixbiea, Processos expeditos, ecc. Journal des 
scienciaa mathematicas, oto., Ooimbra, 1894, voi. XI, 
png. 88. 
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^ 9. — Begola di Laplace. 51 

Teisbira, Ifovo methodo de desenvoher os de- 
terminantes, Id., Id., p. 173. 

Una questione di uu genere molto affine è trat- 
tata anche in un paragrafo di Albeqgiani, Giorn, 
di Batt., voi. Xm, pag. 16 e seg. 

Si tratta di stabilire delle regole pratiche per 
costruire i diversi termini deìlo sviluppo del de- 
terminante. In ogni modo ai tratta sempre, lo ri- 
petiamo, di ricerche a cui non si può attribuire 
che poco valore. 

A proposito dello sviluppo di un determinante 
dobbiamo fare ancora un'altra osservazione. 

Hoi abbiamo detto ohe un determinante può svi- 
lupparsi in una somma di prodotti dei minori com- 
presi in «1 linee parallele per i loro rispettivi com- 
plementi algebrici. È naturale che applicando al- 
lora ripetutamente questo teorema si può giungere 
a quest'altro : 

Simo ììi n^ . . . Vi, numeri inferi tali che 
«1 -i- % i- . . . + «t = n; 

in un determinante di ordine n, scegliamo «i li- 
ìiee, poi altre n-i, poi altre «3, e così di seguito; 
consideriamo un determinante qualunque conte- 
nuto nelle prime n, linee, poi uno contenuto nelle 
seconde % linee, i cui elementi però non appar- 
tengano a colonne già considerate nella forma- 
zione del primo determinante, e così di seguito; la 
somma dei prodotti di tutte le siffatte combina- 
zioni di k determinanti con segni opportuni sarà 
lo sviluppo del determinante dato. 

Si potrebbe poi senza difficoltà trovare la regola 
riguardante il segno da dare a ciascuno di siffatti 
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52 § 10. — Determinanti ad elementi polinomii. 

prodotti parziali di i fattori. Ogni termine avrà 
il segno + o — secondochè compete il segno + o 
■- al prodotto di tutti gli elementi principali dei 
k determinanti che sono fattori di quel termine. 

Qaesta regola ya sotto il nome di Regola di 
Laplace (y. Laplace, Hist. de V Acc. de Paris. 
1772, pag. 297; Vakdebmondb, Ibid., pag. 518; 
Jacobi, Grelle.YoL XXIT ; Scheeihg, GStt.Ges., 
1877, IV). 



^ IO, — ■ Svir,UPl'0 DI UN DETEBII INANTE 
AD ELRSTENTI l'OLINOlITI. 

Abbiamo già vieto precedentemente ebe quando 
p. GH. fr'i elementi della prima colonna in un de- 
terminante sono la sommo dello atesso numero ) 
di termini, allora il determinante è eguale alla 
somma di r determinanti parziali formati dal dato 
sostituendo in luogo degli elementi della prima 
colonna, gli elementi rappresentati dai primi ter- 
mini di ciascuna somma; poi quelli rappresentati 
dai secondi termini, e coal di seguito. He ora sup- 
poniamo che anche gli elementi delle altre colon- 
ne sieno espressioni poUnomie, allora ripetendo sn 
ciascun determinante parziale consecntivamente lo 
stesso procedimento ai può giungere infine ad una 
somma di determinanti dove ogni elemento è mo- 
nomio. Bisognerà combinare tutti i primi , se- 
condi, ecc. termini degli elementi della prima co- 
lonna in tutti i modi possibili con queUn della se- 
conda, della terza, ecc. Se ogni elemento i' un i 
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^ 11. -- Sviluppo speciale di un determ. 53 

espressione polinomia ad r termini, allora si arran- 
110 in tutto r" determinanti ad elementi monoiuii. 
Cosi per es. 

■ «+«' b-\-b' i ! « & I J «' i ; 1 « *' I , I »' // : 

, e -te il-rd' \ \cd\ \c d \ , ed' \ \ e' d' \ 

È utile l'osservazione che se alcuni elementi non 
sono propriamente espressioni polioomie ad r ter- 
mini, ma ad un numero minore di termini, allora 
per applicare ancora il medesimo teorema si pos- 
sono considerare ad r termini, aggiunf^eiido tanti 
zeri quanti no occorre. Si hanno allora dei deter- 
minanti parziali dove alcuni eiemeQti sono zero. 



VILUPi'O DI IIX DETKRMJNANT.l'i 
IN VISTA QUANTITÀ SPECIALI. 



In un determinante generale cogli elementi au 
affgiuugiamo x a tutti gli elementi principali. 

Vogliamo sviluppare il determinante ordinando 
io sviluppo secondo !e potenze di x, 

L' ordinario metodo che può seguirsi è ii se- 
guente. Si immagini il determinante scrilto sotto 
la seguente forma 



«11 -\-x Ch'i +0 ■ 
«a +0 «aa+a: . 


. «j, 


+ 

+ 


ani + aia -\- . 


. (in 


-j~ X 
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54 § 11. - Selluppo 



di un detenn. 



e facciamo lo svilutjpo di questo deteriniDante ad 
elementi biuomii in altri ad elementi monomii, 
giusta la regola nota. 

La parte senza x risulta del detefminaute delle 
a ; la parte in x a primo grado risulta quando 
combino nel modo noto i secondi termini degli ele- 
menti di ciascuna colonna coi primi termini degli 
elementi di tutte le altro. 

Per es. uno dei termini in x a primo gi'ado *'■ 
il determinante 



di cui il secondo fattore è un minore principale 
di ordine n — ì. {o diagoncdé) del determinante 
dato aw altri termini in x hanno per coefficienti 
tutti ffli altri II —1 minori diagonali di ordine 
n — 1; dunque possiamo dire che il ooelEcientc 
del termine in x a primo grado nello sviluppo del 
determinante è la somma di tutti i minori princi- 
pali di ordine n — 1. Così il coefficiente del ter- 
mine in .r^ è la somma di tutti i minori diagonali 
di ordine » — 2, e così di seguito. 
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§ 12. — Determinanti orlati, S5 

Uuo sviluppo per ud deterrainaute un poco di- 
verso ma che ha molta analogia con quello qui 
conaiderato, si trova in un lavoro del Capelli, 
Sopra rerti sviluppi di determinanti, Aec. di Na- 
poli. Rendiconti, marao 1889; e uno sviluppo an- 
cora pid generale si trova in uà recente lavoro 
di Tito Cìzzaniga, Generalizzazione di un teo- 
rema del Prof. Capelli. Istìt. Lombardo, Rendi- 
conti, 1896. 



§ 12. ~ Sviluppo dei uetebminanti 

Sì suol chiamare bordato o anche orlato un de- 
terminante quando è formato da un altro deter- 
minante A di ordine inferiore ooll'ag^giunzione di 
un certo numero di linee e altrettante colonne. 

Supponiamo prima che si tratti di una linea e 
di una colonna. Si forma allora 



Si vuol cercare lo sviluppo di un tal determi- 
nante ponendo in vista i prodotti delle '■ per le p. 
Evidentemente il termine che contiene ■/ è 
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56 § 12. — Determinanti orlati- 

dove ^ è il determinante primitivo; in nessun al- 
tro termine compare il fattore y ; esaminiamo qua! 
k il fattore ohe nello sviluppo completo viene a 
moltiplicare il prodotto a, p^ {i,j', — 1 ,2 ,.. .»). 
Considerando il minore di 2." ordine 
j «V »i j 



Kicordando la regola di sviluppo di determinanti 
per prodotti di minori, si vede subito che l'altro 
fattore per il quale, nello sviluppo, resta moltipli- 
cato questo minore è il complemento dell'elemento 
Oij nel determinante A, che noi indicheremo con 
Atj. Inoltre il seguo con cui il prodotto 

! »° =" I ^,. 

! S; Y i " 

comparisce nello sviluppo del determinante sarà 
quello di 

È evidente che il prodotto a* ?j non comparìsuo 
in altri termini che in quelli di questo prodotto, 
il suo coefficiente è eguale a 

-- (-],'+> Aij. 

Osservando che nello sviluppo de! determinante 
D ogni termine conterrà sempre per fattore o t, 
ovvero un prodotto del tipo «,- py, possiamo infine 
scrivere che lo sviluppo di D è 

Z> — 7^--(-" l/+-''«i ?j Aij 
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§ 12. — Teorema di Resse. 



estendendo ÌI somraatorio a tutti gli 
ij = \,2...n. 

Si poti'ebbe ora fare una ricerca simile ijuaudo 
invece di aggiiin|;ere una soia linea e una soia 
colonua si aggiungano r linee e r colonne. 

Indichiamo con T il minore formato dalle r li- 
nee e colonne aggiunte, il qual minore nel deter- 
minante totale D viene ad essere il complemento 
di A. Uno dei termini dello sviluppo sarà V .A. 
Negli altri termini compariranno i minori rac- 
chiusi dalle Imoe e colonne aggiunte noi per bre- 
vift tralabciamo di dai e questo sviluppo in ge- 
nerale 

Dalle cose dette si vede che un determinante si 
può sviluppale in modo da iiusciie un espressione 
hihneaìe negli elementi di una linea e di una co- 
lonna 

E da notai sul seguente teorema dìUBSSEiOrelle. 
Voi L\IX p 319 si può vedete inche Weibr- 
'^TRiss Beri Momtfsb 4 maizo 1858 pag. 211), 
che SI iifensce ad un caso m cui una tale espres- 
sione bilineare si può sunlere nel prodotto di due 
funzioni linean 

Se è zero il complemento A^; eh ttn elemento 
a,j m un deteìmitiante dato A questo è decom- 
ponibile m due fattori che sono espressioni lineari 
con coefficienti frazionarli rispettivamente negli 
elementi 



allineati coli' elemento a^. 
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58 § .12. - Teorema di Hesse. 

In effetti, per semplicità supponiamo che sia zero 
/(il- Nel determinante reciproco del dato conside- 
riamo il minore 



che sarà eguale ; 



- Ai Al- 



Per le proprietà dei determinanti reciproci, quel 
minore è eguale a D.Jn.a^, se con -dutaa indi- 
chiamo il minore ottenuto da A, sopprimendo J.' 
e 2.» linea, 1," e 2.^ colonna; dunque abbiamo la 
f or mola 

/J,.'I„.j.-- — Aj^s,. 

Ora sviluppiamo A^.^., A^i secondo gli elementi 
della prima colonna, e della prima linea. Si ha 
colla stessa notazione 

Aa = «si ^11,22 —«e: Ai,a2 + - ■ ■ * a„iAn,,i'< 
Ah =«,2^ihaj — «.3^11,23 + . . ■ ± ainAi\fi,i. 
Le -^11,0' noo contengono più gli elementi 



e quindi si ha 7> espresso comò prodotto di duo 
espressioni lineari in tali elementi, con coeiEcienti 
ohe sono rapporti di quantità contenenti solo gli 
altri elementi. 
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i elementi principali. 59 



g I-i. — NUMBEO DEI TICKMIKI CONTKKENTl 
SPECIALI HI.I:;MEKTI 

Una riceroa molto affine a quella sviluppata nei 
paragrafi precedenti è quella sul numero dei ter- 
mini dello sviluppo di un determluante contenenti 
solo Jc elementi diagonali (cioè che stanno sulla 
diagonale principale). 

Baeguiamo il computo nella seguente maniera: 
consideriamo il primo minore prinoÌE)al8 di or- 
dine k; uno dei suoi termini sarà il prodotto dei 
l>rimi k elementi principali; tutti i termini conte- 
nenti per fattori questi k elementi ])rincipali sa- 
ranno tanti per quanti sono i termini dello svi- 
luppo del complemento del minore principale scel- 
to, cioè )* — kì Ora k elementi princi pali possono 

scegliersi iti lyj modi diversi, dunque si hanno 

lerniini contenenti k o pia elementi principali; 
però è da notarsi clie in questo computo certi 
termini restano contati più volte. I termini con- 
tenenti solo k e non pie elementi principali sono 
contati una volta sola, ma quelli contenenti k-y- 1 

elementi principali restano contati ( | volle, 
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§ 13. — Termini con elementi principali. 



nenti A: i- 2 elementi principali, ladicando con st il 
numero dei termini conteuenti solo k elementi 
jji'incipali, abbiamo quindi la formula di ricorrenKa 



Da questa fonnoia appare, ciò che del resto è 
evidente da so che h^j ~= 1 , Sn-i — 0. 

Poniamo ora /.; - 1 , 2, ... « e poi formiamo la 
espressione 

Si - Si + S, -' >Si I ,s',, ■-...-;-!)" Sn = 

Tu questa espressione il coefficiente di sk è 

cioè in questa espressione tutte le st vengono ad 
avere per coefBciente + 1. Abbiamo quindi 



e quindi */ numero del termini senza dementi 
principali è ni diminuito di questa ijiiantità cioè 



"%-. 
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§ 14. ~ Determinanti Wron^hmni. 61 

Per la letteratura su questo argomento bì può 

Cayley, Creile. Yol. XXXVIII, pag. 93. 
TÌALTZBB, Determ. 5.* ediz., 1881, piig. 40-41. 
Baltzer, Leipziffer Berichten, 1873, pag. 534. 
Wetrauch, Gi-elle. Voi. LXXTY, pafc'. 2T3. 
MoNBO, Messenger of Math. 1872, pag. 38. 
V. SziiTS, Math. Ann. Voi. XXSIII, pag. 477. 



S 14. — DkSIVA'I'A. di un IJETF:BMrNAXTR 

AVronskia [-il. 

Supponiamo clic tutti fili dementi di un deter- 
minante rappresentino tante Yariabili indipendenti; 
allora dalia regola di sviluppo del determinante è 
sena' altro evidente la seguente proprietà: la de- 
rivata del determinante rispetto ad un qualunque 
suo elemento è eguale al complemento algebrico di 
queir elemento. 

Supponiamo ora che tutti gii elementi del de- 
terminante sieno funzioni di una variabile ,r. 

Sia il determinante 



dove le m sieno funzioni di a: 
Per il teorema delle funzioni 



dx 
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§ 14. — Determinanti Wronskiani. 



ae con U,-s iiidiohìamo il complemento algebrico 
fli Urs in Z'. 

Sviluppando il sommatorio rispetto ad r, e in- 
dicando con u',-a la derivata — — si ha 



La regola per la formazione della derivata è 
dnnque questa : ss fa la somma di n determinanti 
ognuno formato dal dato sostittiendo agli elementi 
di una linea le derivate rispettive di essi elementi. 



Sono degni di considerazione i determinanti for- 
mati nella seguente maniera: in una linea vi sono 
come elementi n funzioni di x; nella seconda linea 
vi sono le derivate di queste funzioni; nella terza 
linea vi sono le derivate seconde, o cosi di seguito, 
nella n'"" linea vi sono le derivate n — V"^ delle 
funzioni stesse. 

Questi determinanti sogliono chiamarsi Wros- 
SKiANi dal nome del matematico "NYbonski ed essi 
sono utili nello studio della dipendenza o indi- 
pendenza lineare di « fuuzioni date (v. il mio vo- 
lume di Calcolo differenziale, Milano 1895, p. 220.) 

La prima importante proprietà di tali determi- 
nanti è questa, che la loro prima derivata rispetto 
ad X, si forma sostituorulo semplicemente agli 
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§ 14. — Determinanti WronsJciani. 63 

elementi della linea iu cui compariscono le derivate 
« — 1™*, le derivate m'"" delle funzioni stesse. 
(Malmstèn, GreUe, Voi. XXXIX, pag. 91.) 
Sia 



Formando la derivata rispetto ad x colla regola 
precedentemente data, si vede che i primi n — 1 
deteL-minanti risultano zero, perchè vengono a con- 
tenere sempre due linee identiche, e resta scio 
l'ultimo determinante della somma, cioè 



dW ^ 
d X 



Una seconda proprietà dei wronskiani è la se- 
guente: Se le funzioni u, ... ii,i si moltiplicano 
per una qualunque funzione u, tatto il determi- 
nante resta moltiplicato per u" . (Hesse, Creile, 
Tol. LIV, p. 249, CHEiSTOnrFET,, Creile, Voi. LV, 
p. 298; Frobenius, Creile, Yol. LXXVT, p. 238; 
Pasch, Creile, Yol. LXXX, p. 177.) 
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64 § lo. — Proprietà dei minori del prodotto. 

In effetti gli elementi della seconda linea restano 
modificati cosi 



quello della terza diventano 



dx^ '^ dx^ 

Sviluppando queste derivate colia nota regoli 
cosiddetta di Ltìibnitz, e scomponendo il deter- 
minante ad elementi polinomii che ne risulta, in 
tanti altri ad elementi monomii, si trova che alcuni 
di questi sono zei'o, perchè vengono ad avere gli 
elementi di una linea equimultipli di quelli di 
una linea parallela, e uno solo ò diverso da zero 
ed è eguale al determinante primitivo quando tutti 
gli elementi si sieiio moltiplicati por «. 



g 15. — Pkopeietà dei misoki 

BEL D ET !■) SMINANTE TEODOTTO DI DirE DATI. 

Si è detto elle quando i due determinanti da 
moltiplicare non sono dello stesso ordine, bisogna 
prima ridurli allo 8tes9o ordine, (il che si fa nel 
modo pifi semplice aggiungendo opportunamente 
delle linee e colonne con elementi e 1 al de- 
terminante di ordine minore) e poi si fa il prodotto 
Rolla regola ordinaria. 
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§ 15. — Proprietà dei minori del ■prodotto. 65 



Ora è interessante la seguente osservazione sulla 
formazione di un prodotto <ìi determinanti, anche 
quando uno di essi è di ordine minore dell'altro, 
la quale oeservazione può servire per dimostrare 
in altro modo il teorema di moltiplicazione dei 
determinanti. 

(Tedi KoNia, Ein Beweis des Midtiplications- 
tkeorems fur Determìnanten, Math, Ann. Voi. XIV^ 
p. 507.) 

Cominciamo dal supporre che ai tratti del pro- 
dotto di un determinante di 2." ordino con uno di 
ordine n. 

: an «12 , ; ili . . . ^i'. I 

■' ! ' ' 

; «31 «a; i 1 h^i . . . h%n ■■ 



Moitiplichiamo gli elementi della prima linea 
del determinante B per «u e poi agjfiungiamo gli 
elementi della seconda linea moltiplicati per «a, ; 
moltiplicando inoltre gli elementi della seconda li- 
nea per As si ha: 

f'll ''il + ««al b-2^,<t][ ^.a + «21 ''231 ■■■"•Il '''1" "ì" 'h] ^2a 
A<''>l>i^ A'^'ù^., A'-^'h-iu 
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66 § 15. — Proprietà dei minori del prodotto. 



Agli elementi della aeconda liuea aggiungiamo 
quelli della prima moltiplicati per «i^. Si può al- 
lora sopprimere un fattore ft,, al primo e secondo 
membro e resta 

.4(3) . B = 



|«n^ 


+ « 


b^,,a 


|S, 


+ a^fiii, ...( 


ii6i.*4-cf2i&3»! 


i 


^;i 


A:,« 


J>. 


hi 


Z-;i„ i 
1 




h<,l 






h,ri 


/.,„ i 


Indichiamo ora 


eoi 


A^^'i il determinante 










«i[ «,2 «a 








^(3) 


_ 


«ai «as «S3 





Aggiungiamo agli elementi della prima e se- 
conda linea del prodotto precedente gli elementi 
della terza moltiplicati rispettivamente per «j, , 033. 
Moltiplicando poi ancora gli elementi della terxa 
linea per A^'^ si ha: 

!«[lij 1+02:^21 "■h''Bl^B;i''!1^12 + "31^22 + f'B, ^33' 
|« ì'>.\ +«.2''3, + «33&3;t«;B*.2 + «sa&--B + «3253a. 

-4ts)Ì3 A<~^H~^ 
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§ 15. — Proprietà dei minorì del prodotto. (i7 



E se alla terza linea aggiungiamo gU elementi 
della prima e seconda moltiplicati rispettivamente 
per i complementi algebrici degli elementi Ogi, «33 
ne! determinante A^^^, otteniamo infine dopo una 
facile riduzione 

'((|l^i:+%l^-'l+"3.^3."il^.3+"ai^22+%I^32>-j 
h. l>,2 I 



Potremmo seguitare sempre collo atesso metodo, 
e trovare i prodotti B per -4'*', ^i">, etc. La legge 
di formazione di questi prodotti è evidente; si 
potrebbe dimostrare che se essa sussiste per l'in- 
dice * susaiaterà per l'indice »'+ 1. Se il primo 
determinante diventa di ordine «, allora si ricade 
nella solita regola per il prodotto di due deter- 
minanti dello stesso ordine. 

Questi prodotti di A^^^ , A'^K.. per B possono 
ottenersi subito colla regola ordinaria, eseguendo 
lirima quell'operazione da noi ricordata al prin- 
cipio di questo paragrafo; l'importante però delie 
considerazioni qui sviluppate sta in questo ohe per 
questa via si può giungere senz'altro alla solita 
regola del prodotto dimostrata ordinariamente in 
maniera diversa. È a ciò che il Konig citato fa 
servire questa osservazione. 

Altri lavori in cui si danno dimostrazioni del 
prodotto di due determinanti sono: 
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Jaììsi, Sul prodotto di due matrici. Giorn. di 
Batt. Voi. XI, p. 357 (1873). 

Le Paige, Sur la règie de multiplication des 
déterminants. Bulletiu de la Soeiété math. de 
France. Voi. IX, p. 67. 

T>E Peesle, Multiplication de deux détermi- 
nants de méme degré. Id. Voi. XIV, p. 157. 

Si aa che il prodotto di due determiuaiiti 
A~.a\, B-^\b\ 
dello stosso ordine si può eseguire in quattro modi 
diversi ; cioè o ai combinano le linee dell' uno colle 
linee del secondo, o le Hnee del primo colle co- 
lonne del secondo, o io colonne del primo colle 
linee del secondo, o finalmente le colonne del 
primo colie colonne dei secondo. 

Facciamo il prodotto una volta combinaiido lo 
linee del primo colle linee del secondo, e una 
volta combinando le colonne del primo colle co- 
lonne del secondo. Supponiamo che nei due casi 
abbiamo rispettivamente i risultati: 
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dove 

Crs^=arì hsl + a,-Z bs'Z -\- . . ■ 
fj-s = aif bis + asj' bis -r - ■ ■ 

Qiwjsti due determinanti sono iiatuva! mente fi'a 
loro eguali, sebbene i loro elementi aieno rispetti- 
vamente differenti. 

E interessante ora l'osservazione ciie fra certi 
determinanti minori di C e fra i corrispondenti 
di r esistono delle seinplicisaime relazioni lineari 
omogenee. 

"Vogliamo passare a fare un cenno di tali rela- 
zioni fatte notare da Weltzien (Weber das Pro- 
duct zweier Determinanten. Math. Ann. Voi. XLII, 
p. 598; 1893.) 

Chiamiamo minori diaconali in un determinante 
quei minóri in cui tutti gli elementi della diago- 
nale principale sono elementi della dia{,'onale prin- 
cipale del determinante dato. 

Il teorema elegante che allora si pnò dimostrare 
è il seguente: 

La somma di tutti i minori diagonali di ordine 
k in è eguale alla somma dei minori diagonali 
di ordine h in T. 

Se k=n, questo teorema ha come caso parti- 
colare il fatto che C--=r. 

Se /: := 1 si ha ancora come caso particolare 
che la somma di tutti gli elementi diagonali di C 
è eguale a quella di elementi diagonali di I'. 

Quest' ultimo teorema può dimostrarsi subito 
osservando che la somma degli elementi diagonali 
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dd minori del prodotto. 



di può mettersi sotto la forma 



dove gli ìndici r, i, debbono avere tutti i possibili 
valori 1, 2,. ., n\ e ohe sotto la medesima forma 
compare anche la somma degli elementi diagonali 

di r. 

Per semplicità supponiamo Ji = 4. Allora dal 
teorema sopra riferito ai deduce che sussistono le 
seguenti eguaglianze 



+ 



r-.i e.ì C;ì 




Cu c,2 Ci 


C..1 c^ì caa 


+ "2, Csj C^.t 


Csi Cui <^Z3 


; c,i, C4, C44 


In ria j-!3 




■!\\ r,9 Tu 


Tsi lì» T.S 


+ 


Tai 722 T21 


Ta, T3i Ta^ 




Tu Tis Y44 
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Per dimostrare il teorema dobbiamo serrii'ci di 
HDa proprietà già dimostrata a proposito del pro- 
dotto dì due determinanti ; noi sappiamo cioè, che 
un minore del prodotto di due determinanti è e- 
guale al prodotto di due matrici contenute nei due 
determinanti dati, e, si può aggiungere, se ei tratti 
di un minore diagonale, allora le matrici da mol- 
tiplicare sono precisamente due matrici omologlio 
scelte nei duo determinanti, (v. § 7.) 

Con questa ossepTazione ognuno dei minori dia- 
gonali di k'"" ordine di C non è altro ebe la 
somma dei prodotti di minori di k'"" ordine di A 
per i loro omologhi in B; e la somma di tutti i 
minori diagonali di A-"'° ordine di 0, non è altro 
che la somma dei prodotti di tutti i minori di k'"'' 
ordine contenuti in ,4 pei loro omologhi in B. 
Potendosi allora dire lo stesso del determinante 1', 
risalta che le due somme di minori diagonali di 
ordine £, in C e in r sono fra loro eguali. 

Balla dimostrazione risulta ancora ohe la somma 
di tutti i minori diagonali di ordine k contenuti 
nel determinante prodotto G^=AB, è eguale alla 
somma dei prodotti di tutti i minori di ordine k 
contenuti in A per i loro omologhi in B. 

Questo teorema, che può facilmente estendersi 
anche al caso dei minori non diagonali, si trova 
forse per la prima volta in una Memoria di Picqubt 
Analyse combinatoire des détet-minants (Jonrn. de 
l'Éoole Polyt. T. XXVJII, p. 203, 1878). Per la 
espressione di un minore del prodotto mediante 
i minori dello stesso ordiue dei fattori componenti 
si può vedere Hesse (Creile. Voi. XLIX, p. 243 . 
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- Determina NTi simmetrici, gobbi, 

EMISIMMETEICI. 



Si abbia un lìeterminante formato cogli ele- 
menti a. 



il determinante si dice simmetrico ; sono allora 
eguali gli elementi disposti simmetricamente ri- 
spetto alla diagonale principale. 



allora il deterininante si dice i/oÒbo, e so inoltn 



allora si ha il determinante gobbo simmetrico , 
ovvero emisimmetrico. Gli elementi cu-s agi- possono 
chiamarsi coDiugati. 

Offni minore diagonale di un determinante sim- 
metrico è anche simmetrico; iu effetti un minore 
diagonale sì ricava dal primitivo togliendo lìnee 
e colonne che si incrociano sulla diagouale prin- 
cipale, e ohe se contengono quindi l' elemento ars 
conterranno asr\ restan così tolti tutti elementi a 
due a due coniugati; i restanti saranno ancora a 
dae a due coniugati e disposti aimmetricameiite 
rispetto alla diagonale. 
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Dalia defiaizione ài determinante simmetrico, 
risulta subito che se in esso si mutano le linee 
colle colonne, il determinante resta lo stesso anche 
nel suo aspetto simbolico. Osservando allora che 
il minore complementare di o,-s in qualunque de- 
terminante non è altro che quello relativo all' ele- 
mento ttsr quando però nel determinante dato si 
scambiano prima le linee colle colonne, si ricava 
che: 

In un determinante simmetrico i mino?'i comple- 
mentari di due elementi coniugati sono eguali. 

Quindi : 

Il reciproco di un determinante stmmetrico •'■- 
anche un determinante simmetrico- 

Analogamente possiamo dire: 

I minori diagoìiali di un determinmile gohho 
sono anche determinanti gobbi. 

Se in un determinante gobbo simmetrico si scam- 
biano la 1 nee colie colonne, poiché in ijenerale 
l'elemento resta scambiato cou «*<■, e poiché 
ars -^ — a e = o, si ha che ogni elemento 
resta i oltiploato per — 1. t)ra se in un deter- 
min nte 1 o 1 e « tutti gli elementi si moltipli- 
cano per ( — 1) esso resta moltiplicato per — li". 

Onde .si ricava che se n è dispari, il determi- 
nante resterebbe mutato di segno collo scambiare 
le linee colle colonne, e quindi esso non può essere 
che zero. Cioè: 

Un determinante emisimmetrico di ordine di- 
spari è zero- 

Analogamente consideriamo il minore comple- 
mentare di un elemento ars- Se eambiamo ì segni 
a tutti gli elementi, abbiamo il minore compie- 
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mentare dell'elemento coniugato aar, perchè mutar 
segQO a tutti gli elementi corrisponde a scambiare 
le linee colle colonne. Onde possiamo dire che il 
minore complementare di «sr è eguale a (— 1)" ~ ^ 
moltiplicato per il minore complementare di «cs: 
cioè: 

In un determinante emmmmetrko dì ordine n 
i minori compUmentari di due elementi coniugati 
sono eguali in valore assoluto ; sono poi dello stesso 
segno o di segni opposti secondochè n è dispari 
pari. 

Qaindi anche: 

Il reciproco di un determinante emisimmetrico 
è simmetrico ovvero emisimmetrico secondochè V or- 
dine dispari o pan. 

Sapendo che in un determinante zero i minori 
complementari degli elementi di una linea sono 
proporzionali a quelli degli elementi corrispondenti 
di una linea parallela, e applicando l'ultimo teo- 
rema possiamo dire: 

In un determinante emisimmetrico di ordine 
dispari indicando con A,-» i minori complementari 
dei diversi termini, si ha la relazione 

A,-r Aas -- A^,. 

Passiamo ora a far vedere ohe ogni determi- 
nante emisimmetrico di ordine pari è il quadrato 
perfetto di un'espressione ragionale intera nei suoi 
elementi. 
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Pef un determinantQ emisimmetrico di 
dine, nioè: 



i - « I 

la cosa è evidente. 

Dimostreremo che se si verifica por l'ordide 
re — 2 si rerificherà anche per l'ordine n. 

Indichiamo al solito con Ars il complemento al- 
gebrico di a,-s nel determinante dato di ordine 
pari )i. 

Allora ^11 è nn determinante emisimmetrico di 
ordine dispari e quindi zero. 

In esso chiamiamo «,« il complemento algebrico 
dell' elemento «,rt ; allora 






■2 +'^'23^3+ - 



■'■■■« = 



Moltiplichiamo per '-"aa gli elementi della seconda 
colonna nel determinante dato, e agginnj^iamo ad 
essi rispettivamente (quelli della 3.* moltiplicati per 
«ja, quelli della quarta moltiplicati pei' «24, etc. 

Allora per le relazioni precedenti, gli elementi 
della seconda colonna risultano tutti nulli, meno 
il primo ; e quindi si ha (ae R è il derminante dato) 



«il «31 



2U-= ~(m,3 
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E sviluppando il determinante per gli elementi 
della prima colonna si ha 



essendo per ipotesi a^ ^= — «la , 
ed ayendosi inoltre le relaKÌoni 



fra i minori del determinante emisiininetrico 
ordino dispari A\\. 
Ora per il teorema sopra dimostrato 



onde 



=v/.,;v 



,+ 



+ mW^.)'- 



Per l'ipotesi che il teorema da dimostrarsi si 
verifica sino ai determinanti di ordine n -- 2, e per 
l'osservazione che k.^, ... ««h sono appunto deter- 
minati emisimmetrici di ordine n — 2, si ricava che 
i radicali che compariscono in questa formola sono 
delle espressioni razionali, e quindi R è espresso 
come il quadrato di un'espressione razionale. 
S'ella forinola superiore i radicali bisogna pren- 
derli con segni tali olie il prodotto di due di essi 
per es. \/ ',v \! '^jj dia esattamente -]-^ij. Quindi 
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determinato il seguo dì uno di essi resta deter- 
minato il segno di qualunque altro. 

Consideriamo un determinante emisimmetrieo 
di ordine pari, e che sia simmetrico rispetto alla 
seconda diagonale. 

Ciò signiiìea ohe oltreché supporre 

(Ui = 



R! suppone ancora 

"■U = ai: .;+:, «-i-fi- 

1,'ér fissare le idee consideriamo questo deter- 
minante di 4." ordine 

j u h e 

I -« <l I, 

\ ~b —d {) a ' 

\ - e. h —a , 

Alla prima colonna aggiungiamo l'ultima co- 
lonna, e poi alla prima linea aggiungiamo l'ultima. 
Si ha: 

„_/,/,_,( e : 

\ ò — a d h '■ 



Om alla seconda colonna aggiungiamo la ter/.a 
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e indi alla sFitionda aggiungiamo la terza linea. 
8i ha: 



^ e, — b — M, - rt 

Lo stesso procedimento potrebbe .farsi per un or- 
dine qualunque, e quindi possiamo dire: 

Se un determinante emisimmetfico di ordine 
pari, è anche simmetrieo rispetto alla seconda dia- 
gonale, esso potrà esprimerai come il quadrato di vn 
determinante dì ordine metà. 

fv. (KiNTHEii, DefftrjM-, 2." e(ìiz.,i>. 91. iJrlangen, 
1877.) 



g 17. - Pfad-d'i.ani. 

L'espressione il cui quadrato è un deterniiuante 
e luì simmetrico di ordine pari, ha ricevuto il nome 
(li Pfaffiano perchè essa interviene nella soluzione 
01)1 metodo di Pfaff, di un'equazione a derivate 
t)arziali di 1." ordine. 

Lo SCHEiBNEB dette invece a tale espt'esaione 
anche il nome di semidetenninante- 

Per la letteratura sull'argomento si può ve- 
dere: 

Ja(!0"J)I, Creile. Voi. Il, p. 354; Creile. Volimie 
XXIX, p. 236. 
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Caylby, Creile. Voi. XXXII, \>. 119; U. Vo- 
liìme XXXVIII, p. 95; id. Voi. L, p. 299. 

SCHEiBNEii, Lelp. Berlck. (1859). Voi. XI, pa- 
gina 151. 

Veta'mak.v, Scklomilch Zeits. 1871}. Voi. XVI, 
p. 516. 

ScE[BaiN&, Ahìi. der Qoit. Ges. ''1877;. Voi. XXII. 

Titmjr, Beterm.y p. 92. 

Baltzkk, Detenn., 5.» ediz., p. 45-46-47. 

Q-Gntheb, Determ., 2.* ediz., p. 90-91. 

Seooiiiio Jacobi indichiamo col simbolo 

(1,2,..^ ») 

i[ Ffaffiaiio di ordine n. Propriamente indicheremo 
con questo simbolo, quella fra le due radici del 
determinante emieimmetrieo, la quale contiene 
col seguo + il termino «la «e4, ««— [,!i. 

E facile allora trovare una formola di ricor- 
renza che dà lo sviluppo del Pfafiiauo di ordine n, 
mediante quelli di ordine inferiore. 

Per fur ciò dobbiamo ricorrere alla formola ul- 
timamente trovata sullo sviluppo di un determi- 
nante emisimmetrieo R. Con quella formola il 
pfaftiano resta espresso con 

«1, \/a,2+o,3 l/^3s + ■ ■ ■ 

dove ''as «^as sono i complementi algebrici degli 
elementi principali nel determinante ricavato dal 
dato R sopprimendo la prima linea e ta prima co- 
lonna (complemento di Kh), inoltre il primo ra- 
dicale Voga deve assumersi con segno tale che il 
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termiae «j, . . . ««-!,« che ia esso comparisce, veiiffsi 
col segno positivo, e infine gli altri radicali de- 
vono aasumerai con tali segni cho 

essendo «l^; ti complemento alt/eòfieo dì a-zì noi 
complemento Un di «,, in R. 

«23 è il determinante emisimmetrieo di ordine 
n — 2 ricavato dal dato sopprimendo le due prime 
linee e colonne, e quindi \l "-^^ ^^on è altro che il 
Pfaffiano degli elementi 3, 4, ... w, che indicheremo 
con (S, 4, . . . )() prendendo il radicale col segno -* . 

Si può verificare che prendendo i radicali tutti 
col segno positivo, il prodotto \/ m,j v ttjj dà esat- 
tamente in valore e ser/no il complemento di ctìj 
in Si,. Per avere dunque nel prodotto, non il com- 
plemento ma il complemento alffehrico, bisognerà 
moltiplicare per (— 1)'■^^'. Bunque possiamo con- 
chiuderc che in generale (avendo assunto col segno 
* il radicale i/ ij,) bisogna assumere col segno di 
( - ])' il radicale V '■,-,■. 

Ognuno dei radicali V «i7 è un pfaffiano di or- 
dine il — 2. Colla notazione di Jacob! ai ha dunque 

V* «;,: =., ( - I); (2, 3, . . . ;■ ~ 1, ; H- 1. . . . n) 

ovvero, trasportando in ultimo posto !:;li elementi 
2, 3, ...(' — 1, si ha esattamente 

\/"",7 = (i-f ],...H,2,3,..,i ' 1). 

Sj ha allora subito la seguente formola di ri- 
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correo za 

(l,2,...*0=(l,2) (3,4, ...«) + 
+ (I,3| {4,5, . . . «,2) + 

+ 

+ (l,n) (2,3, . . . )(-l). 

Le espressioni (1 , 2) , (t , 3) . , . non sono altro 
che gli elementi «la , «13 , . . -, cioè i pfaffiaDi di 
2." ordine. 

Riapplicaodo successivamente questa formola ai 
pfaffiani di ordine n — 2, resta (1 , 2 , . . . ji) eapres- 
ao mediante i pfaffiani di ordirle n — i, e cosi di 
sef^uito; si ricava di qni nn mezzo per sviluppare 
un pfaffiano. 

Cos'i il pfaffiano di 4." ordine (1,2,3,4) ò 
eguale a 

(1, 2, 3, 4} ^- (12) (34) + (13) (42) + (14) (23) ^ 

^^ «12 «34 + ffl,3 «43 -t- fl|4 «2! . 

Se è Cn — 2 il numero dei termini di un pfaf- 
fiano di ordine n — 2, il numero dei termini di 
uno di ordine n sarà 

quindi in generalo 

c„ — (n — 1) (n - 3) (« — ri) ... 3 . ! . 
Resta eoa! calcolato il numero dei termini di 



È evidente che un pfaffiano muta di segnc 
;i scambiano fra loro due indici. Così p. es. 
(]2:-i..,»ÌT^~(2 13...K). 
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Giacché mentre nel primo membro compare il 
termine 



nel secondo comparirà invece il termino 

il guale, essendo «21= — « u, è lo stesso di prima. 

È notevole la seguente proprietà: 

Ogni minore di ordine n -l del determinante 
emisimmeirico dato è eguale al prodotto del pfaf- 
fiano (1 , 2 , , . . w) per tm altro pfaffiano di or- 
dine n — 2 ottenuto da questo sopprimendo due 
degli indici. 

In effetti consideriamo p. es. il complemento di 
a,i ohe-, lì 

\ (hi «s.t . . . mu 

%, ... ag» 



a,n a:.z ... 

I complementi algebrici defili elementi della 
prima colonna sono esattamente le quantità indi- 
cate avanti con 'j-i,-. 

Sviluppando questo determinante si ha dunque 

«al =^aa + «si *82 + ■ ■ ■ + ««1 >ji5 
cioè, per le proprietà g'ìh trovate. 
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^'^i-ii^l . . . n, 2, 3. . . ; -1) 
dunque si ha 

[3, 4, . . , n) [(2, 1) (3, 4. . . . «) + 
+ (3,1) (4, 5, . . . n,2) -I- 



■ (h, l)'2,a, 



-(8,4, ... )s) (1,2,3, .. . «}. 

Con ciò il teorema resta dimostrato, lliaulta 
propriamente in valore e in segno la formola (in- 
dicando con Aij il complemento di aij in E'; 

Ais --. 
=- -■(l,2,...n)(l,2,...t-l,i+I,...i-l,j^l,...«). 

U segno di questa espressione si riconosce così: 
ìq Aij il coefficiente di aa è il quadrato del pfat- 
fiano ottenuto da (l,2...Jil sopprimendo gli in- 
dici j,y col segno di (— D^+J-i- Se vogliamo ri- 
cercare nel secondo membro il coefficiente di aj-, 
cioè di — Odi sviluppiamo U , 2 , . . . m) colla nota 
formola di ricorrenza dopo aver avuto cura di tra- 
sportare a primo posto gli indici ;',y. Ora 

[1.2, ...h) = 
= (_l/+;-s ,;,y, 1,2,...;— 1, ni, ..,,;- l„/4-l„..>0- 
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Quindi al secondo membro ii coefficiente eli 
— «0' cioè (li — (i,j} è esattamente 
(_l)>-f-j-3 i,2,...ì— l,i 'r i,.,.y_],; , 1,...;^;-: 
cioè lo stesso che nel primo memlu'o. 

?; 18. — Teoremi sui dbtrkminan'i'i 
simmetrici e gobbi. 

Passiamo a dimostrare sui determinanti simme- 
trici una proprietà rimarchevole per le sue appli- 
cazioni alla Geometria e alla Meccanica, proprietJi 
conosciuta sin dai tempi di Cauchy, ma dimostrata 
per la prima volta in modo facile da Sylvester. 
{Philos. Magaz. 1852). 

Consideriamo il determinante 



1 etili (lu'i ■ ■ ■ n,in -■ X 

dove si suppone che a,s '= iisr- Indichiamo questo 
determinante con fi—x) e formiamo il prodotto 
f{x. fi — x). Si ha, tenendo presente che il deter- 
minante delle a è aimmetrieo : 



fi" fi- 
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Teo 


: sui determ. sìmm. 


e t/oòh 


ponendo : 




e,.,. - X a\.j 





Sviluppiamo (jiiesto determ in ante e ordiniamolo 
secondo le potenze di (— a;^). TI termine senza a:^ 
sarà evidentemente le stesso determinante quando 
vi poniamo x^ = 0, cioè sarà il quadrato del de- 
terminante dato quando in esso si pone x = 0. 
Chiamiamo il determinante delle e quando vi 
si pone x^ ^0, e ebiamiamo A quelle delle a 
quando vi si pone x = 0. Si ha C = ^*. Per ve- 
dere quali saranno gli altri coelficienti dello svi- 
luppo immaginiamo di aggiungere ad ogni ele- 
mento noìi principale un zero, in modo da porre 
tutto il determinante sotto la forma di uno ad ele- 
menti binomii; immaginiamo poi fatta la scompo- 
sizione in tanti altri determinanti ad elementi mo- 
nomii. Allora il coefficiente di ( — x^) sarà la somma 
di tutti i minori principali di ordine n ~ 1 del 
determinante C; e così il coefficiente di {- x^f 
sarà la somma di tutti i minori principali di or- 
dine « ~ 2 di C, e così di seguito. (V. § 11.) Ora 
noi sappiamo in generale (v. § 15) che un minore 
principale di ordine v di C prodotto di due altri 
determinanti è la somma dei prodotti di tutti 
minori principali di ordine v contenuti in uno dei 
fattori per gli analoghi nell'altro; poiché qui in 
particolare C è il quadrato del determinante delle 
a, si ha che un suo minore principale di ordine v 
h la somma dei quadrati di tutti i minori di or- 
dine v di 4. 
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3 gobbi. 



Il riaultato è dunque che tutti i coefficienti dello 
sviluppo secondo le potenze di (— x^) del deter- 
minante f{x)f{—x) sono somme di quadrati di 
espresaioni formate eolle a. Supposto le a numeri 
reali, si ha perciò che tutti siffatti coefficienti 
souo numeri essenzialmente positivi. 

L'equazione 

nx)n-x)^o 

non può allora essere soddisfatta da un x imma- 
ginaria pura cioè della forma (/\' — 1, perchè es- 
sendo — x'^:=(f si avrebbe, sostituendo nell'equa- 
zione, una somma di numeri essenzialmente posi- 
tivi, e che quindi non può essere zero; e analoga- 
mente quella equazione non può neanche essere 
soddisfatta da un x della forma complessa 

p^q\! — l. 

Ijcrchò allora ponendo 



il determinaute 



dovrebbe diventare zero per x=^ q\! - 
abbiamo visto che è inipossibile, 
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Dunque x uoa può clie essere reale, cioè : 

Se si considera il determinante simmetrico della 
forma precedente, sviluppato secondo le potenze di 
.K, l'equazione che ha per primo membro tal poli- 
nomio in X, non ha ohe solo radici reali. 

A questo argomento si correlano i due lavori 
di Sylvesteb, Preuve istantanee d'après la me- 
thode de Fourier de la réalité des racìnes de l'e- 
quation séculaire. {Creile, 88, p. 4.) Stlvestbb, 
Sur un déterminant symmétrique qui comprend 
eomme cas particuUer la pretnière parlie de l'^qiia- 
tion séculaire. [Creile, 88, p. 6.) 

Vogliamo ora far notare un teorema sui deter- 
minanti gobbi di cui gli elementi principali sono 
eguali ad 1. Si può far vedere che: 

Ogni determinante gobbo di cui gii elementi 
principali sono eguali ad 1 è una somma di 
quadrati. 

Se al posto degli elementi principali poniamo 
zero , abbiamo un determinante emisimmetrico , 
che, come sappiamo, ò sempre un quadrato per- 
fetto. Se invece ponìanio x abbiamo un altro de- 
terminante gobbo che ai può considerare come 
quello ottenuto aggiungendo x agli elementi prin- 
cipali del determinante emisimmetrico. Per x= \ 
si ba poi il dato determinante. Si può allora fare 
uno sviluppo simile a quello fatto precedentemente 
e ordinare il polinomio in x che ne risulta secondo 
le potenze ascendenti dì x. 

Come precedentemente si vede ohe i cofficienti 
delle potenze di x non sono che somme di minori 
principnìi del determinante emisimmetrico. 
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Poiché tali minori principali sono a loro volta 
determinanti emisiinmetriei, si ricava che i coef- 
ficienti delie diverse potenze di x nello sviluppo 
sono somme di quadrati. Per x-~\ tutto lo svi- 
luppo si riduce ad una somma di quadrati. 



§ li3. — !)RT!':(tAIINANTl DI HaHKEI, K AI'PINI. 

Passiamo a studiare alcune classi speciali di 
determinanti simmetrici. 

Il determinante di Hankel (Uebey eìne besoit- 
dere Classe der symmetrischen Determinanten- 
G-ottingen, 1861) è formato, mediante 2 m ~ 1 ele- 
menti dati, nella seguente maniera (vedi anche 
Bat,t?.er, Det., V ediz., p. 26;. 



Un tal determinante fu da Hankel chiamato 
ortosimmetrico e dal iìy\\&steiT per simmetrico. 

Questo determinante ha la proprietà di potersi 
esprimere con un altro \a cui gli elementi sono 
le differenze fra le quantità consecutivo a^,. . . a^u—z 

Poniamo 



■' ^XjM -A il) 
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8i) 



e sottra^ghiamo dagli elementi dell'ultima colonna 
quelli della penultima, da quelli della penultìina 
quelli dell'antipetiultima, e cosi di seguito; si ha 
allora 



1 \{% aai„+i . 



. i'."^. 



Facciamo ora la stessa operazione su questo de- 
terminante a cominciare dalla 3.' colonna; poi su 
quello che si ottiene facciamo la stessa operazione 
a cominciare dalla 4.' colonna, e cosi di seguito. 

Hi ha 



f'o 



. i("-i)„_i [ 



E se ora infine dalla seconda linea sottraggtiia- 
mo la prima, dalla 3,' la 2,', e cosi di sepiito 
si ha 



formato con tutte le differenze <^ aventi eguali 
gli indici superiori e inferiori. 
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È iiotevolft il fatto che rispetto alle quantità 
i/i'*^' questo determinante è formato nella mede- 
sima maniera di quella eolla quale è formato il 
{leterminante dato rispetto alle quantità a. Per 
simmetria di scrittura la quantità ci.) potrebbe de- 
signarsi con Agi"). 

Supposto in particolare che r/li elementi 



formino una progressione aritmetica di ordine 
n — 1, cioè sieno eguali le loro differenze di or- 
dine n — 1 *, e quindi sieno nulle le differenze di 
ordine superiore ad n — I, si ha che saranno zero 
tutti gli elementi situati al disotto della seconda 
diagonale, cioè tutte le ^'-'^h dove k>n — 1 ; e 
quindi il. determinante precedente si riduce al pro- 
dotto degli elementi della seconda diagonale col 

segno di ( — 1) : cioè wi ha 

Se poi gli elementi dati foimano una piogifs 
sione aritmetica di otdme minoie di ii — 1, allota 
il determinante !> ^eìo 

Ed è ancoìa ::eio il deteiminaiiff di Hituìnì 



* Date delle tiuantita in un numero q.ualunque b m tin 
ordine stabilito le difìereuze di lìae quantità ronsecutiTe 
(quelle che alibiamo indicato con ifl>i) bi chiamano le dif 
ferenze di 1 " ordine le differenze di dne all' consecntive 
si cliiaiiiauo lifltien/i' lii^o oidinc e i obi di segnito 
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se gli elementi formano una progressione geoìite- 
trica perchè allora gli elementi della secontla li- 
nea sono equimultipli di quelli della prima lioea. 
(GiiNTHEE, Determ., pag. 80. Erlangen, 1877.) 



Uq determinante la cui for: 
affinità con quelli di Hankel è il 



l'er questo I),i si può trovare una notevole l'or- 
inola di ricorrenza che uè fa dipendere il calcolo 
da quelli analog'hi di ordine n — le ìi ~ 2, Vedi 
J'acobi, Opere, III, p. 315; Fbobenius, Beri. He- 
ridi. 1894, pag. 414; Netto, Zur Theovie der lie- 
mltanten, Creile, Voi. CXVI, p. 44 (1896). 

Il miuore complemento dell'elemento x"h un 
determinante di Hankel che chiameremo Un. 



o chiameremo poi Tri',, iì complemento dell' ele- 
mento [t"'"', cioè il determinante che si ottiene du 
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Determinanti circolanti. 



lueeto sostituendo all'ultima 


linea 


gli elemeiit 




« «-1+Ì • . . 


asit-i 






«0 K, 


. . a„ 


-1 ■ 


H'„ — 


«1 «* 


. . an 






Mjl «iJ+1 - 


^ . 0. 




La forinola d 


licorpeuza 


di cui 


parliamo è 


+ («.-itf', - 


IL n',-1 

^ ff'„ 0.- 


+ 

2-0. 


ai-)Z)„- 



■ 20. ■ 



Dktkumisanti CJKC'OLAXT 



Passiamo ora ai cosiddetti determinanti circo- 
lanti, ohe sono determinanti simmetrici formati 
con sole n quantità; nelia prima linea disponiamo 
queste n quantità ; nella seconda poniamo le stesse 
quantità dopo che le abbiamo permutate fra loro 
circolarmente; nella terza le stesse della seconda 
linea, ma permutate ancora una volta circoìar- 
mente fra loro, e così di seguito. 

Un determinante circolante è cioè della forma 
I a, «a . . . Chi ! 
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§ 20. ' — Determinanti circolanti. 



Evidentemente esso è un determinante simme- 
trico. Vediamo come si può determinare il valore 
rli qualunque circolante. 

Sieno ^1^2 . . . c(,j le n radici {compresa l'unità) 
(lell'equaKionc biiiomìii 

tP"— 1=0 

Allora moltiplichiamo il circolante per 



e poniamo in generale 

11- (x) = c(| + (/„ a; + «3 a:^ + . , . -f- n„ a;"-'. 
Osservando che 

e quindi 

«2+«»*+a4 «' + - + «'. ^"-^ + «1*"-' == ^'^-'^'■^ì 
«.+«4'-' -f«. "- + - + «. ^"-^ + «.^" - ^= '•"--?(^) 

si ha, eseguendo il prodotto per ori^^nontali, 
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" 




y. y. . a„ 


-1,,.-. 


■ - 1) 





A = ( t) " ^(.,;: . . . ^(a,/, 

forraola rimarchevole, che fa dipendere il cal- 
colo del determinante circolante dalia conoscenza 
delle radici n'"^ dell'unità. 

Questa formola può interpretarsi dicendo: un 
circolante di ordine n si scinde in n fattori ra- 
zionali nei suoi elementi. 

Una lista di lavori sui determinanti circolanti è 
la seguente: 

ZsHpnss, Anwendungen einer besonderen De- 
terminante. Zeits. f. Math. etc. Yol. VII, p. 439 
(1862). 

SouiLLART, Nouv. Ann. de math. Tomo XIX, 
p. 320 (1860). 

Cremona, Sopra un teorema di Abel. Annali 
di Tortolini. T. VII. 

Stebn, Einige Bemerkungen iiher cine Deter- 
minante. Creile. Voi. LXXIII, p. 374 (1871). 

GiiAisHEE, 0» a special form of determinant 
ecc. Qnarterly Journal of Math. Voi. XVI, p. 31. 

Scott, Note on a determinant Theorem of Mr. 
Glaisher. Voi. XVIL p. 130. 
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Muiit, On new and recently discovered proper- 
ties ofcertain syrnmetrie determinants. Voi. XVIIl, 
p. 166. 

Torelli, Sui determinanti circolanti iRendic. 
Ace. Napoli 1882). 

MiNOZZi, Sopra un detei-minante. ffioraale di 
Batt. Voi. XVI, p. 148 (1878). 

Tali determinanti capitano in questioni sulla 
teoria dei numeri e in quistìoni geometriche. 

SCHiiTZ, Vnters. iiher Funct. congruenzen. Oiss. 
Gottìngen, 1867. 

DiCKMANN, Lelire von der Determ., p. 62. 

KuMMER, Mémoire sur la théorie des nomhres 
complexes composés des racines de l'unite et de 
nombres entiers. Joum. de LiouTille. l."'''' sórie. 
T. XVI, p. 381. 

Prima di enunciare alcuni dei teoremi sui f;ir- 
colanti introduciamo una denominazione. 

Insieme al circolante, consideriamo l'altro de- 
terminante 



; — «a « 



che si ricava dal circolante cambiando segno a 
tutti gli elementi che stanno da una stessa parte 
della diagonale principale. Questo nuovo determi- 
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nante lo chiamiamo gobbo circolante, perchè ( 
evidentomeute è un determinante f/obbo t 

I teoremi eotio i seguenti: 

1. Un circolante di ordine rn. 
per mezzo di un circolante di ordine m, di cui 
ogni elemento è una somma algebrica di m''~^ 
minori di ordine r del dato determinante, (To- 
relli). 

II caso particolare corrispondente ad »■ = 2 forma 
un teorema di G-laisher. 

2. TJn gobbo circolante di ordine l'm è espri- 
mibile mediante un gobbo circolante di ordine m, 
di cui ogni elemento è somma algebrica di m'—^ 
minori di ordine r contenuti nel dato determi- 
nante. 

3. Un circolante di ordine 2 m è il 2)rodoUo 
di un circolante di ordine m per un gobbo circo- 
lante dello stesso ordine m (Scott). 

Per semplicità dimostreremo il teorema 1.) solo 
nel caso di r:=^2. La dimostrazione potrà poi 
senza difficoltà nuove estenderai al caso generale 
(v. ToKELLi citato). 

Sappiamo che ii circolante di ordine 2m è 



dove 

(i^-l, 2, .. .2,„) 
è mia radice qnalnnque doll'equaKioiie binomia 
w^'" - ■ 1 . 
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- Determinanti circolanti. 



&-l,2, ■ . 



i(! 'j-i saranno a due a due eguali iu valore asso- 
luto alle yj yj , um una di segno contrario, e una 
del mcdeBÌnio segno. Quindi poasiamo scrivere 

(- 1)'"-^ 'n {«, + a, 'J'y/+ ... + a-2„. v'^T^^O x 

- («a + «4;/i + . . ■ -* «■2«' yj "'~'r yj \- 

Ricordando che g/j"' = i, ai può trasformare la 
parte in parentesi in un polinomio ordinato secondo 
le potenze di yj, sino alla potenza jw — 1"'". Ee^ 
miniamo i diversi coefficienti dello sviluppo. E 
facile riconoscere che tali coefficienti non sono 
che somma di minori di 2." ordine contenuti nel 
circolante dato. 

P. es., se m è dispari, il primo coefficiente è 

a,^ + 2 «a mm-i H- 2 «3 «2,«-3 + . . ■ + 2 a,n am+i - 
— a^m+i — 2am~i«)(,+3 — 2«m-aaHi+5— ... — ^a^aìm 
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§ 20. — Determinanti circolanti. 



e se m è pari, i! primo coefficiente è invece 

— «Hi«m+-3 — 2 am-2 (tm-i-i — Sam-KTm+S — . . 



c eiaseuna di queste ' 

gebrica di minori di 2." ordine contenuti nel dato 

determinante. 

Cosi ai procederebbe per gli altri coefficienti. 

Chiamando allora ^1^3 .. .^Hi tali coefficienti si 
ha che il circolante dato diventa a meno del segno 



' (p, + Ih i/i + ■ ■ ■ + pin yj " 



"'; 



cioè diventa il circolante di ordine m t'ormato 
eoffli elementi p. 

Analogamente ai potrebbe procedere perii gobbo 
circolante e si ha allora il teorema 2)- 

Dimostriamo ora direttamente il teoroma 3.). 

Supponiamo un circolante di ordine 2m 
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Agf^ ungiamo alla m |- 1'"" lioea, la prima; alla 
m 4- 2™" linea la seconda, e cosi di seguito. Indi 
dalia prima colonna togliamo la m -l- V>"\ dalla 
2." la m -\- 2"'" ecc. È facile vedere che allora tutti 
gli elementi contenuti nelle ultime m linee ed m 
colonne diventano eguali a zero, e quindi il de- 
terminante di ordine 2ot ai riduce al prodotto di 
due minori di ordine m che sono propriamente 

" «)(i4-l , fla — Cm+'ì , ■ ■ . ai» — «a, 



1 ijohbo circolante, o 



che è un circolante. Con ciò è dimostrato il teo- 
rema. 

Nel citato lavoro del Toeblt^i è generalizzato 
questo teorema al caso dell'ordine r m. 

"Vogliamo aggiungere altre considerazioni sui 
circolanti dedotte dalla citata nota di STBRN(OeKc 
Yol. LXSIII). 

Indichiamo con 

AiA....A„ 
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ì complementi algebrici degli elementi «j a^ . . . «« 

della prima linea di un cireolftnte C di ordine n. 

Allora evidentemente si hanno le relazioni 

a,Ai + a^A, + ... + a„ An = C 
a^ Al + a,A^ ^ . . . + «i An — 

Chi Al + ai As -r ■ ■ . + an i ylj. = 
donde gommando ai ha: 
(a, + «B + . . . + ff,i ] (^1, + J, + . . . + An ) = D. 

Di qui appare, ricordando che Z* è il prodotto 
di tutti i fattori della forma 

o, + a,^+ . . . -i-u,,^" 1 

dove 1- è una radice n'"" dell'unità {compreso 1), 
che la somma dei minori A-, + A^ + ... An non è 
altro che il prodotto dì tutti i fattori della forma 
precedente ma dove però è eseluso il caso di «^^ 1, 
Possiamo dimostrare questo teorema: 
Se a,. . . a,i sono numeri interi tali che 

« = «1 + «3 + . ■ ■ + a» =^ 

la espressione 

A = Ai+ A.,-V . . . +Ah 

è divisibile per n. 

Infatti prima di tutto si può subito riconoHoere 
che il complemento algebrico A^ dell'elemento «i 
che compare nella prima linea, è eguale esatta- 
mente a quello di «i che compare nella seconda 
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linea ecc., cioè gli n^ minori di ordine n — \ sono 
ad n ad n eguali fra loro. 

Allora la derivata di C rispetto ad un elemento 
a,- aarii eguale ad n volte il complemento alge- 
brico di fflr eonaiderato come elemento della prima 



donde 

n {A,. 






\d a,- 



Se « = allora Ar = As per qualunque com- 
binazione degli indici r e s, cioè 



ed essendo A,- evidentemente un numero intero 
se le a, . , . a,, sono numeri interi, si ha che A è 
divisibile per n. 

p! notevole qnest' altra osservazione sui circo- 
lanti. 
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§20. 



■ Determinanti circolanti- 



Il prodotto di dite circolanti dello stesso ordine 
si può esprimere come un altro circolante (SouiL- 
L4RT, Nouv. Annal. de math. 2.* s., t. 19, p. 320). 

Per dimostrare il teorema basta mutare la forma 
di uno dei cireolantì, cioè, in uno di essi, porre a 
2.° posto l'ultima linea, a 3." posto l'aotipenultima 
e cosi di seguito ; luTertire cioè l'ordine dello linee 
a cominciare dalia seconda. 

I due circolanti sono allora 



, a, Oa Ois . 
; f'a c's Oa . 



I h, h, h, . . . h„~\ h„ 

hu b, h., . . . h„-2 hn 



11 prodotto per liiipo di ^ o B ò iiUor 
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dove 

e, -- «, ft, -h «a Se, + - . . +n-J>,. 
Ca ^ «g bi -!■- r*g Ja -'---- H - (h !>ii 



lì segno sarà + se ?i è delle forme 4p + 1 o 
4 jo + 2, e sarà ^ se w è delle forme 4 j), 4 p + 3. 

La trasformazione operata nel circolante B cor- 
risponde a formare le linee eiieoessive alla prima, 
permutando gli elementi in senso inverso a quello 
nel quale sono [lermutati gli elementi in A. 



S 21. — Orterminant! tii Puohta-Ivoethee. 

Passiamo a considerare certi altri speciali de- 
terminanti simmetrici studiati da Puchta o Noe- 

THER : 

PnCHTA, Deuisch. d- Wieìt. Akad. Volu- 
me XXSA^II, p, 315, (1878). 

Puchta, Denks. d. Wìen. Akad. Tel, XLIV, 
p. 277 (1882). 

NoETHER, Zur Theorie der Tlietafunctionen, 
Math. Ann. Voi. XVI, p. 270, v. il § 15 a p. 322. 

NoETHER, NoHz iiber eine Classe symmetri- 
seller Determinante^, M. A. Voi. X'VI, p. 551. 

Tali determinanti sotto la loro forma più sem- 
plice sono formati nella seguente maniera. 

Sono determinanti di ordine 2", e inoltro i loro 
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104 § 2X. - Determ. di Puehta-Noether. 
elementi th-s soddisfauiio alle relazioni 



dove /f = l,2, .... 

Una ta! relazione fra gli lelemeuti fa in modo 
ohe la matrice di questi determinanti può imma- 
ginarsi composta di quattro matrici quadrate 

\ B A \ 



tali che sono eguali quelle che si corrispondono 
in diagonali e moltie che cnscuiadi •|ue''te ma 
trici quadiate foima un determinante che gode i 
sua ^olta della medesima propiieti delH quale 
gode il determinante totale e cosi di seguito 
La forma li un tal deteimmante e la seguente: 



1 "3 < 



«e < 



«,-, Oc 'h a-i 


«, ai «3 fl.i . . . 


a<s «5 "3 f I 


«a «1 «4 a?. ■ ■ ., 


«7 "a «5 «« 


«3 «40]%... 


«s «7 «e «0 


Ci «0 «2 ffl, . . . 
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Kel secondo laroro citato di Puchta e ne! se- 
condo di Hoether, gli autori generalizzano ancora 
questi determinanti e costruiacono dei determinanti 
di ordine «i «a . . . n,i e la cui formazione è simile 
a quella indicata. 

Dimostriamo il teorema importante: 

Il determinante A si esprime come il prodotto 
di 2" fattori, lineari negli elementi a. 

Per un determinante di 2.° ordine infatti si ha 

I = ar ~ (i2^=(ai - n^jiui + a^'^. 

Per un determinante di 4," ordine si ha, aggiun- 
{;ondo alla terza linea gli elementi della prima 
linea, e alla quarta linea gli elementi della seconda, 
e poi tog'?.iendo dagli elementi della prima colonna 
quelli della terza, e dagli elementi della seconda 
colonna quelli della quarta, 



2 + <U «1 ■ 



cioè ai vede che il determinante di quai't' ordine 
si riduce al prodotto di due determinanti di 2." 
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ordine formati nella stessa maniera. Per il deter- 
minante di 4." ordine il teorema è dunque dimo- 
strato. Ma è facile vedere che eou un procedimento 
analogo si può dimostrare per <iuaiunqae caso, 
cioè si può sempre trasformare il determinante in 
modo che tutto il quadrato inferiore a sinistra 
resti composto di elementi zero, e Ì due quadrati 
(superiore a sinistra e inferiore a destra) sieno 
dei determinanti di ordine metà ma formati nella 
stessa maniera del dato. Con ciò il teorema resta 
dimostrato in generale. 

La stessa proprietà, si conserva anche pei de- 
terminanti analoghi più generali (cioè non solo di 
ordine 2.") studiati dagli autori sunnominati. 

Un'altra proprietà facile a riconoscersi è la se- 
guente : 

/ complementi alffebnci di due elementi eguali 
sono anche determinanti eguali, quindi il determi- 
nante reciproco di uno di questa foì'ma, è ancora 
della stessa specie. 

E inoltre : 

Jrt MK determinante della specie indicata, i mi- 
nori complementari di ordine metà sono sempre 
fra loro eguali a meno del segno. 

La prima di queste due proprietà ò comune 
anche ai circolanti. 

Sono stati studiati degli altri determinanti la 
cui formazione ha molta analogia con quelli di 
Noether. 

Il Signor W. WoiGT in un lavoro di fisica {An- 
nalen der Phi/sik ecc., von Wiedemann. Voi. XVI, 
p. 273) considerò i determinanti di ordine 2n 
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tali che i loro elementi hanno le rela7.ioiii 


asi,2i-i = — «21-1,2;. 


«2J-,2/. ■ aìi.--i,n-i- 


Per )i = 2 ai avrebbe ]i. es. il de ter min ante 


della seguente forma 


l a b e d 




-b-^-a-d -e 




i e f y h 




i _/■_, .../, -g 





Si dimostra che tal determinante •■ la somma 
di due quadrati. Suilo stesso argomento si può 
anche vedere un lavoro di Deude, {Gdtlingen 
Nachrich., 1887). 

Il GE&ENBAUERÌn due lavori {Sitz- Wienei' Aìiad. 
Voi. XCYI, parte 2.^ p. 5 e p. 489, 1887) studia altri 
determinanti analoghi a questi, e ne trova uuo 
che è la somma di un quadrato e di un triplo 
quadrato, e un altro che è la somma di quattro 
quadrati. 

I determinanti ora studiati, (che abbiamo chia- 
mati di Puohta-Noether) hanno delle affinità eoi 
circolanti. Come questi, anche essi soddisfanno 
alla notevole proprietà di decomporsi nei prodotto 
di tanti fattori raKÌonali lineari per quanto ò il 
loro ordine. 

81 potrebbero studiare dei determinanti piii ge- 
nerali che comprendono come casi particolari sia 
i circolanti, che quelli studiati in questo paragrafo. 
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Immaginiamo n quantità, ed un gruppo di so- 
stituzioni fra queste quantità, gruppo che abbia 
solo n aoatituzioni; cioè, come si dice nella teoria 
deile sostituzioni, abbia l'ordine eguale al grado. 
Allora in una prima linea disponiamo gli n ele- 
menti; nelle altre lineo disponiamo gli stessi ele- 
menti ma permutati successivamente secondo le 
sostituzioni del gruppo. Si viene cosi a formare 
un determinante die come caso particolare con- 
tiene ì cireolauti e quelli di l:*uehta-Noether. 



§ 22. — Sm DUTERIIINANTI 

POKMATI COI MISOKI DI UN At.TJiO. 

TKORriMI DI ISì'fjVESTKR E IH FltANXK. 

Abbiamo visto elio il determinante veci'proco di 
un dato è quello formato coi complementi alge- 
brici (minori di ordine n — \) degli elementi del 
dato; e abbiamo visto che esistono semplici rela- 
zioni fra il reciproco e iì dato ; e fra i minori del 
reciproco e quelli del dato. 

Ora una spontanea generalizzazione di questa 
considerazione è quella di studiare i determinanti 
formati non più eoi minori di ordine w — 1 del 
dato, ma coi minori di ordine qualunque. 

Siffatti determinanti sono stati studiati da vari 
autori. 

La letteratura sull'argomento è la seguente in 
ordine cronologico: 

Sylvester, Pli'doi^- Ma^azinp, serio IV. Voi. ! 
(1851). 
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Spottiswoodb, Elementare theorems relating to 
determìnants. Creile. Voi. LI. 

Janni, Nota sopra i determinanti minori di un 
dato determinante. Giorn. di Batt. Voi. I, p. 270 
(1863). 

In questa Nota l'autore non si accorge di una 
ulteriore e semplice riduzione del teorema, del re- 
sto già date dagli Autori procedenti. 

Pbankb, Ueber Determinanten aifs Unterdeter- 
minanten. Creile. T. LXI, p. 350 (1863). 

Ili questo lavoro al teorema già noto si aggiun- 
gono altri teoremi nuovi. 

BoKCHS-RDT, Creile. T. LSI, p. 353. 

D'Ovidio, Nota sui determinanti di determi- 
nanti. Acc. Torino, 1876. 

D'Ovidio, Addizioni alla nota sui determinanti 
di determinanti. Acc. Torino, 1877. 

In questa nota l'autore osserva che alcuni teo- 
remi da lui dati nella nota precedente erano già 
dati da Spottiswoode e Sylvester. 

PiCQUET, Sur les determìnants doni les éUments 
soni tous les mineurs possibles d'ordre donne d'un 
déterminant donne. Comptes Reodus. T. LXXXVI, 
p. 310, 1878. 

PiCQUET, Analyse comhinatoire des déterminants. 
Journal de l'Éeole Polyteohnique. T. XXVIII, pa- 
gina 201, 1878. 

HuNYADY, Acad. des seiences de Budapest. 1880. 

Baebier, Sur une formule de Lagrange, ecc. 
Comptes Rendus, 1883. T. XOVI, p. 1845. 

Babbibb, Généralisation du théorème de Jaco- 
M, ecc. Comptes Rendus, 1883. T. XCVII, p. 82. 

Qui l'autore dà come nuovi teoremi già trovati 
dagli autori precedenti. 
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Feobbnius, Creile. Voi, LXXXVI, p. 54. 

Stlvester, Sur les détermnanta 
Creile. Voi. LXXXVIII, p. 49 (1879'. 

In questa memoria in cui l'autore adopera iou- 
tilmeute delle complicate notaaiotii, compariscono 
degli errori corretti poi da Borohardt nel lavoro: 

BoRCHAKDT, liémarque relative au Mémoire de 
M. Sylvester sur les déterminants contposés. Creile. 
Voi. LXXXIX, p. 82 (1880). 

D'Ovidio. Altra addizione alla nota sui deter- 
minanti di determinanti. Acc. Torino, 1890. 

Yelzbr, Compound Delerminanfs. American 
Journal. Voi. VI, p. 164 11883). 

Scott, Proe. of the London Math. Society. Vo- 
lume XIV, p. 91. 

INETTO, Zwei Detenninantensdtze. Aota Math. 
Voi. XVII, p. 199 [1893'. 

■Musso, Sui determinanti reciproci. Giornale di 
Batt. Voi. XXXI, p. 201 (1893). 

In questo lavoro l'autore procede mostrando di 
non conoscere affatto tutti i lavori precedenti, e 
tfiunge anche ad un teorema affatto incompleto. 
Egli ha perciò pubblicato una seconda nota sullo 
stesso argomento dopo aver preso cognizione dei 
lavori principalmente del D'Ovidio: 

Musso, Ancora sui determinanti reciproci. Giorn. 
di Batt. Voi. XXXir, p. 81 (1894). 

Netto, Erweiterung des Laplaceschen Determi- 
nanten-Zerlegungssatzes. Creile. Voi. CXIV, p. 345, 

In un determinante D di ordine n esistono j" 
minori di ordine m<in, indicando con 1 i! nu- 
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Infatti un minore di oi'din« m si forma scegliendo 
m orizzontali e m verticali; ora le m orizzontali 

possono scegliersi in modi e le m Terticali 

anche in " modi diversi. 

Cogli " j minori presi come elementi possia- 
mo formare un determinante di ordine 11; in 
una stessa lioea porremo tutti i miuori ottenuti 
colle medesime m linee di D, e in una stessa co- 
lonna quelli ottenuti colle medesime m colonne 
di D. 

Possiamo supporre ordinati questi elementi in 
modo che nella diagonale principaie del nuovo de- 
terminante compariscano i minori principali di or- 
dine m del dato; allora è facile vedere che risul- 
terà che se l'elemento, che nel nuovo determinante 
occupa il posto di indici r,s, è il minore costituito 
delle linee di ordini /, /j ■ • ■ Im, e dalle colonne di 
ordini Ci Cj, ■ - '^"'- l'elemento che occuperà il posto 
di indici s, r sarà il minore costituito dalle linee 
di ordini C1C2 . . . Cm e dalle colonne di ordini 

Per fissare le idee possiamo supporre di collo- 
care nella prima linea, prima tutti i minori di 
classe pari poi in seguito tutti quelli di classe 
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dispari. Allora è facile vedere che la matrice si 
può diridere in quattro parti in modo che ne! 
primo quadrato superiore a sinistra vi sono tutti 
minori di classe pari; nel quadrato inferiore a de- 
stra vi sono anche tutti i minori di classe pari, e 
noi due rettangoli, superiore a destra, e inferiore 
a sinistra vi sono tutti i minori di elasse dispari. 
Questi sono perciò disposti in s linee e s colonne 
di cui le s^ intersezioni sono minori ài classe pari. 

Possiamo supporre che i minori di classe dis- 
pari figurino in questo determinante col segno ne- 
gativo, ovvero eoi segno positivo, come gli altri; 
il valore del determinante sarà in ogni caso lo 
stesso, perchè un determinante resta inalterato 
mutando i segni agli elementi che si trovano su s 
linee e a quelli che si trovano su s colonne, e 
non a quelh che si trovano sulle intei'sezioni delle 
s linee colle s colonne. 

Chiamiamo Dm il determinante così formato. 

Possiamo formare similmente il determinante 
I>,i~m, e distribuire in questo gli elementi, in 
modo che in Dm e Du-m i minori complementari 
di D occupino posti omologhi. 

In uno di questi due determinanti mutiamo il 
segno agli elementi che sono minori di classe dis- 
pari; e poi facciamo il prodotto di Dm per Dn-m- 

È facile vedere che nel prodotto tutti gli ele- 
menti, meno quelli della diagonale principale, sono 
zero , per il teorema che la somma dei prodotti 
dei minori contenuti in m linee, per i complementi 
algobrici di quelli contenuti in m linee parallele è 
zero. Gli elementi della diagonale principale risul- 
tano invece tutti eguali al determinante dato D] 
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dunque possiamo conchiudere 

D.,,T)n-,u^ jy"'. 

Considerando che Dm Dn-m ^ono funzioni in- 
tere negli elementi di i>, e che D essendo un de- 
terminante generale non si scinderà in generale 
in fattori interi razionali nei suoi n^ elementi, ai 
ricava che la precedente rela/;ione non può enaai- 
atere se ciascuno dei fattori del primo membro 
non è a sua volta una potenza di J>. 

Por determinare a quale potenza di 7> è eguale 
I)„i baata osservare qual' è ii grado di un termine 
qualunque di Dm. 

Ora ogni termine di Dm risulta di fattori, 

ognuno di grado m, dunque ogni termine di Dm è 
di grado 

'"Uj^ " 1.2 . . . m — 1 ' 

mentre ogni termine di Z* è di grado n, dunque 
Dm sarà eguale alla potenza l—l j[ di 2), cioè 



e quindi anche 

«... = »(-'> 

Per convincersi che queste eguaglianze devono 
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sussistere anche nel segno, basta supporre in D 
tutti gli elementi (meno i principali) nulli, ed al- 
lora anche in Dm l'isultano nulli tutti gli elementi, 
meno i principali, e i due membri dell'eguaglianza 
risultano senz'altro eguali in valore e in segno. 

Possiamo dunque dire: 

Dato un determinante D di ordine n, se si forma 
nella maniera indicata il determinante di ordine 

l" avente per elementi tutti i minori di ordine 
m del dato, si ha un determinante che è la po- 
tenza i"~i) '^^^ '^"'^ (St/ìVesteb). 

Come si vede, questo teorema contiene corno 
caso particolare quello sui determinanti reciproci. 

Passiamo ora a cercare se anche qui può tro- 
varsi un teorema analogo a quello che ai trova 
nel caso dei determinanti reciproci e che dà il va- 
lore di un minore del reciproco espresso media)ite 
i minori del dato. 

Per lìasare le idee e per riuscire più chiaro, è 
molto meglio di supporre un caso speciale, e su 
questo eseguire il procedimento, il quale, come 
facilmente si riconosce, è di tal natura da potersi 
sempre estendere al caso più generale. 

Il determinante D sia di 4." ordine, e sia ra ^ 2. 
I due determinanti Dm Dn-m saranno di 6." or- 
dine. I minori ^(^' cioè gli elementi di D^, rap- 
presentiamoli con \i.iA intendendo che »,/, hit 
sieno rispettivamente i due indici delle linee e i 
due indici delle colonne che concorrono a formare 
il minore. 
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Allora il determinante D^ è 

l!l) (i) (ìli (I!) 



(231 (231 |231 (231 (231 (23\ 
|12) |23) \mI U4) M3) 124/ 



(12) (23) 

(12) (23) 

I12! (23) 

(?l) (Iti 



(It) iìtì 

(M) (11) 

(lì) m 

(lì) (S) 



113) 124) 

231 

13) (24| 

■34| (341 

.131 124/ 



Il determinante J),i-m è lo stt 
ii acainbia l'ordine di tutti yli 
wnvenionte, cioè 

(SI [il] 



(li) (^^i 

[il] (iti 

9S0 D2 ma quando 
olemonti in modo 



134! 

[lì] (11) (11) 

[Sì (}!l Ila (i) 
(i) 



I23I (24) I13) 

(23I I24I (isl 



(il (1^1 

(231 1231 (231 



(^^MlSdi) 



©la 



(f^l 

(SI 
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Ora consideriamo un qualunque minore di D^; 
per fissare le idee consideriamo iì primo minore 
principale di 3." ordine ^ che scriveremo come 
segue : 

\Ì2\ (Ì2\ (Ì2\ f\2\ (12| im ' 



\W mi \34| \\4) 







(lil 



i) 


(i) 


(S) 


(S) 


(i 


'à] 


(tt) 


(ìì) 


(S) 


(il) 








l 

















1 














1 



In tal maniera esso è ridotto ad un determi- 
nante di 6." ordine come D^'. Moltiplichiamolo per 
D'2 dopo che in i/j si sono mutati i sef^ui a tutti 
H'ii elementi che rappresentano minori di classe 
dispari, cioè a^jli elementi di posti 



16 


16, 


25, 


26, 


35 


36, 


46 


46, 


51, 


61, 


52 


62, 


58, 


63, 


54, 


64. 
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Eseguendo la moItiplicaKÌOTie per lince ai ha 









lì 











ip 


(M) 


(g) 


li) 


(IS (i) 


Kit) 


Q 


{iì 


®) 


(19 (^a 


MS) 


(11) 


(lil 


(?f,) 


(?S( 


13 
8 


che è eguale 


a 














(i) 


(241 


IS) 






1)'. 


S) 


(13 


(^!) 








(??l 


(?l) 


(11) 





cioè il prodotto del minore di 3." ordine N che 
si considera, per Bu-m è eguale al prodotto della 
3.* potenza di J} per il complemento dell'omologo 
di Nnel determinante i>n-JM. Questo procedimento 
che non è che la opportuna estensione di quello 
eseguito nell'analogo caso dei determinanti reci- 
proci (v, § 8) è affatto generate, e ai ^ede quindi 
che può enunciarsi il teorema: 

Il prodotto di un minore Nii^''> dì ordine ì', di 
Dm moltiplicato per Dn-m è eguale alla potenza 



y Google 



118 § 23. — Altro teorema di Sylvester. 

k'"" di D moltiplicata per il complemento dell'o. 
lago di N in Dn-m 
Cioè 



il compio mento dell' omologo c5i N in Du ■ 
liemlo allora che 



donde si vede: 

che un minore jV di Dm si può esprimere come il 

prodotto di ttna potenza di D, per il complemento 

del suo omologo in Dn~m {teorema di I'rankl;, Op. 

citata). 



§ 3.^. — AlTKI l'EOllEML ni SYI,V.r!STEE, 

DI D'Ovidio, ecc. 

Accanto a questi due teoremi fondameutali si 
raggruppano tanti altri teoremi troyati da vari 
autori che noi passeremo ora ad esporre, 
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Facciamo il determinante ^ di ordine 1 che 

ha per elementi i prodotti degli elementi omologhi 
nei due determiìtanti Dm, Dn-m supposto ordinati 
gli elementi in gttesti determinanti in modo ohe gli 
elementi omologhi sieno minori complementari in 
J) e che in uno di essi gli elementi che rappre- 
sentano minori di classe disparì, si sci'ìvaiio col 
segno mutato. Tal determinante è eguale ad un 
multiplo di D. 

Iq effetti, in esso alla prima eoloiioa aggiun- 
gendo tutte le altre, si ha una colonna in cui tutti 
gli elemeuti sono eguali a i>, e quindi il determi- 
nante sarà divisibile per D. 

Se prima di formare J, in uno dei determinanti 
Dm T),i—m scambio le linee in modo che almeno 
una linea resti al suo poato , allora il risultato è 
i! medesimo, perchè, collo stesso procedimento, 
nella prima colonna si hanno o elementi zero o 
elementi /); se invece nessuna linea conserva il 
suo posto primitivo, allora evidentemente il risul- 
tato è zero cioè allora ■^^0. 

Nel determinante D consideriamo à liuee e A co- 
lonne: sia Di/, il minore di D quando si sono sop- 
presse le i linee e à colonne. Nel determinante 
reciproco di D cioè in D,i~ì consideriamo le ^ li- 
nee e colonne omologhe, e sia Ci il minore di 
Dn—i, formato colle intersezioni delle ^ linee e 
colonne, cioè il complemento dell'omologo di Dn. 
in Dn-i. 

Si ha allora, corno sappiamo 

Ca ---■ D'-' Dù.. 
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Le ^ linee e colonne scelte in D, combinia- 
mole ad jw ad m, e sopprìmendo consecutivamente 
le m liaee e colonne di ciascuna combinazione, si 
hanno in tutto j minori di ordini «—m di D, 
i quali minori si possono disporre al solito modo 
da formare la matrice di un determinante di or- 
dine e ohe non è altro che un minore speciale 

del determinante Dn f hiamamoio D be 

ogni elemento di quelito mini re lo moltiplichnmo 
per 1) ~^ per il teoiema ani mmon dei determi 
nanti leciproci abbiamo che ogni elemento di 
venta un minore di oidine m""' del determinante 
Cx e SI ha quindi il determinante di tutti i mi 
non di ordine m del deteimimnte Ci 

In ioizi del teoiemi sopra dimostriti tal de 
teimmante non e altri che la potenza 



donde 

,. :,P'hS^-\ 

(La dimostrazione qui data è presa da! D'Ovidio, 
Op. oit.) 
Abbiamo dunque il teorema (di Syi.vbstee): 
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Dhn di ordine j j (X> 



( cui elementi sono minori di D formati con 
K — X Unse e colonne fisse, e tutte le comUnasioni 
di X — m delle altre, è eguale alla potenza j ' j 

di D per la potenza j A di quel minore 

di D formato colle si — ^ linee e colonne fisse. 

Il signor Kbtto al § 3, pag. 201 della aua nota 
Zwei Determinantensdtze (Acta math. Voi. XVII, 
pa;?, 199 (1893)) dimostra in modo diverso un caso 
particolare di questo teorema (quando m = 1}. 
Sullo stesso teorema generale il medesimo autore 
è tornato più tardi a proposito di un'altra consi- 
deraaione della quale aTremo fra poco occasione 
di discorrere. {Creile, Voi. CSIV.) 

Al determinante minore Dim di Dn-m possiamo 
far corrispondere in Dm il complemento del suo 
omologo, il quale è di ordine I — j , e per 
un teorema sopra dimostrato [teor. di Fkanke) è 

cioè, in foraa del teorema precedente, è 

n minore di Dm di cui qui si tratta ha per eie- 
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§ 23. ■ 



Teorema di D'Ovidio 



menti quei minori di ordine w di 2) formati con 
m linee e m colonne qoq contenute tutte intere 
fra le ')> linee e colonne considerate, perchè l'omo- 
logo di Dxm in Dm ò formato di tutti quei minori 
di ordine m di 1) contenuti tutti nelle )> linee e 
colonne, cioè in altri termini di tutti i minori di 
ordine m del complemento di 7)/J; e quindi il suo 
complemento non può contenere come elementi 
nessuno di siffatti minori. 
Abbiamo dunque il teorema (D'Ovidio): 
Un minore di ordine j™)— L. di Dm ^>nj) 
i cui elementi sono tatti quei minori di ordine m 
di D formati con linee e colonne che non sieno 
tutte scelte fra eerte ^ linee e ?■ colonne fissate, è 
eguale alla potenza 



di D inoUipUcata per la -potenza 



i-\ì 



di quel minore di D ottenuto sopprimendo quelle 
X linee e X colonne. 

Analogamente ei potrebbe trovare una formola 
per il complemento di Dhn in Da-m, il quale è 
l'omologo in Du-m del minore di Dm ultimamente 
considerato. Si ha così una formola del D'Ovimo, 
Op. cit. 

E in maniera simile sì otterrebbero altri teo- 
remi di D'Ovidio, di Piquist, ecc., che per bre- 
vità tralasciamo. 
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§ 24. - Problema più gijinekale di Sylvestre. 

Nella citata Memoria di Sylvester {Creile- Vo- 
lume LXXXVIII, pag. 49) l'autore dopo avere in- 
trodotta una notazione difficile e inutilmente com- 
plicata vuol risolvere il seguente problema: 

Supponiamo un determinante di ordine 

n,+n^ + ... = II. 

Fra le prima «i linee scef^liamone nti ; fra le «, 
linee seguenti scegliamone m^ e cosi di seguito, 
e operiamo poi similmente riguardo alle colonne. 
Tutti gli elemeati che si trovano nelle intersezioni 
delle J«[ + iMa -1- ... linee scelte e delle altrettanto 
colonne formano a loro volta un determinante di 
ordine Wi + Wj + . ■ . ^ m, il quale sarà eviden- 
temente un minore del dato. 

Formiamo tutti i possibili minori di questa specie 
che saranno in numero di 



Con eaai potrà formarsi un determinante che il 
SrLVESTBtt chiama ^ determinante composto nel 
senso pit generale. È chiaro che quando in par- 
ticolare »ì ^^ W3 = . . . = 0, iti ^ n, allora si rientra 
nel caso considerato avanti. Nel caso particolare 
sappiamo che il determinante che si viene a for- 
mare non è che una potenza del primitivo. 
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Ora il Sylveater si propose il problema di esten- 
dere questo teorema al caso più generale. 

Chiamando (N)(Ns)... i determinanti formati 
dalle intersezioni delle prime w, linee colle prime 
ìli colonne, ovvero dìiUe seconde «g linee, colle 
seconde «g colonne, etc, e inoltre indicando con 
(W", Na) (N, Ns)... i determinanti formati dalle 
Hi + «g linee e colonne ovvero dalle «i + n^ linee 
e colonne, etc, il Sylvester trovò una formola per 
mezzo della quale il determinante composto ge- 
nerale si esprimeva come prodotto di potenze di 

(jV,} (.Ni...[^t iVa) ... (JV, N^ Ns) che sono 

in fondo certi speciali minori principali del de- 
terminante dato. 

La formola di Sylvester però è erronea come 
poi fu riconosciuto con un esempio da Bobchardt 
(a uonie di Sylvester) nel volume LSXXIX del 
Giorn. di Creile .(p. 82''. 

Per riconoscere ohe effettivamente nou è pos- 
sibile esprimere quel determinante composto me- 
diante un prodotti dei minori principali del tipo 
(Ni), (Ni N^),.... calcoliamo un caso speciale. 



Supponiamo 



- 2, Mj + Ha -= n - 4, 



Allora si ha ui 


1 deterr 


iiinaote D di (|i] 


larto or- 


dine la cui matri 


ce F?i im 


macina divisa in 


quattro 


quadrati. 








Chiamiamo 









i»!l *I 
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rie p et ti y amen te i determinanti rappresentati da 
queste quattro matrici parziali. 

ComlDÌnando 1." e 2.' linea con 3.* e 4." linea, e 
facendo analoghe combinazioni per le colonne, 
abbiamo in tutto 16 minori dì 2." ordine che 
formano a loro volta im determinante j[>jW di 
4." ordine, il qnalo è un minore di 4." ordine del 
determinante di 6.° ordine Dm ^ ì)-i giusta la 
notazione avanti adottata. 

Il determinante Dn-m è lo stesso D^ ma dove 
si sono eseguite opportuno trasposizioni di linee e 
colonne. È facile riconoscere che il complemento 
dell'omologo di D^'*' in D,i-m è esattamente il de- 
terminante di 2." ordine 

dunque, per k forinola data dai teorema di Franke, 
abbiamo che il determinante composto è ej^uale a 
(essendo D = [N^ N^] 

e non ai esprime quiudi solo corno prodotto di 
(^1 ^a), ^u ^s come vorrebbe la ibrmola di 
Sylvester. 

E notevole questa osservazione, che cioè in casi 
speciali r esprimibilità voluta dalla formola di 
Sylvester è possibile. 

Supponiamo p- es. che si tratti di un determi- 
nante di ordine nj + ■%=:«, e che si prenda 

m, = )(| = « — À, «2 = *, Ma -- »(. 

Allora si rientra nelle ipotesi di un teorema dello 
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etesso Sylvester sopra dimoetrato, e il determi- 
naiite composto diventa quello da noi indicato Di,», 
e esso come si sa è esprimibile come prodotto di 
potenze del determinante intero e del minore 
principale formato celle prime «i linee e colonne. 



^ 25. — JTuovjì; ricerche di ne'i'to e di altei. 

Prima di terminare questa trattazione dobbiamo 
inserire qui alcune ricerche di Netto che ai at- 
taccano molto da vicino colle considerazioni svolte, 
intendiamo parlare della Memoria di Netto inti- 
tolata Ericeiterung des Laplacescken Determt- 
nmiten-Zei'legungssatzes (Creile, CSIV, p. 345). 

Il minoro ricavato da un determinante dato di 
ordine h, sopprimendo le linee di ordini iy i^ ... ìk , 
e le colonne di ordini j^ j^ ... jk indichiamolo con 



Lo sviluppo del determinante sarà allora 

^ ± 4;,.^,-^ A,-^. + ,...7„ .'«■■ 

dove i| . . . in , j, . . .jn rappresentano due permu- 
tazioni dei numeri 1, 2, . . . «. 

Consideriamo ora un determinante -^ di ordine 
n + m che abbia per primo minore principale il 
detorminantc di ordine n ora considerato, il quale, 
g'iusta la notazione di sopra, resterà rappresentato 
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Per questo nuovo determinali te a focmiiiino una 
ospreasionc sommatoria analoga a quella \a) ora 
scritta, dove però adesso i simboli i^i,...h rappre- 
sentano i minori del nuovo determinante, e quindi 
sono i minori antiolii quando vi si aggiungano m 
linee e m colonne. 

Si domanda qual'è allora il valore di quel som- 
matorie ? 

Il Netto dimostra eho il valore di quel somma- 
torio nel caso generale è eguale al determinante 
di ordine n + m moltiplicato per la prima potenza 
del determinante di ordine m formato dalle m 
linee e colonne aggiunte, cioè del minore 

Se in-Bece di partire dalla formala {d\ sì parte 
da una formala più generale di scomposizione 
(v, § 9) cioè dal sommatoria di prodotti di k ìni- 
nori scelti rispettivamente in 

«1 -^ «2 H- ■ . . ^ m-^^n 

linee e colonne, allora il risultato è il prodotto di 
i per la potenza k — l™» di //|2...h. 

12.„B 

Il Netto fa servire questo teorema per ia dimo- 
strazione di un teorema di Sylvester di cui noi 
abbiamo già. trattato, cioè il teorema riguardiinte 
i minori del tipo Di»,; {v. §. 23). 
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Noi intendiamo di dimostrare il teorema di 
Netto in un modo più facile di quello tenuto da 
quell'autore, e servendoci appunto deg'li stessi 
principii adoperati per il citato teorema di Sylve- 
ster; accanto ad esso troveremo poi un'altro teo- 
rema che può coueiderarsì come ad esso assai 
affine. 

Premettiamo questo lemma: 

Sappiamo ohe dato un determinante A di ordino 
ji, esso può svilupparsi come somma algebrica di 
prodotti di k miuori di cui il primo è contenuto 
nella matrice delle prime m^ linee, il secondo in 
quelle delle altre JWa linee, ecc., dove 



Si ha dunque, indicando con .-/ tali minori, 

dove si sa in qual maniera bisogna intendere 
esteso il sommatorio. 

Ci proponiamo ora questo problema; nel som- 
matorio precedente in luogo di ciascun a poniamo 
il suo complementare; quale sarà il valore del 
sommatorio? Dimostreremo che tal valore sarà 
la potenza k — l '"" di A. 

Per k^2 ai ha quindi il medesimo A, risal- 
tato evidente da sé perchè allora è facile rico- 
noscere che i diversi termini del sommatorio re- 
stano inalterati e solo si scambiano fra loro ì due 
fattori. 
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■ Eicerche di Netto e di i 



Formiamo il determinante reciproco di A o sìa 
,1', ed in A' formiamo i minori omolofrlii ai Af 
e sviluppiamo quiudi A' colla formola 

Sappiamo che A'^A"-''-, e che inoltre ogni 
i'm è eguale a J.'"~' moltiphcato per il comple- 
mento dell'omologo di -^'«i cioè di Jai, il qvial com- 
plemento è Jn-iìi. Dunque possiamo dire 

doude, essendo 

»f, I itig + . , , • Hlk =■- », 

si ha 

^±J,t-m, J«-m ■ ■ • -^«-.:>^ = A'^-^ 
con che il teorema è dimostrato. 

Consideriamo ora un determinante di ordine n t m 
e il suo reciproco che noi rappresenteremo coi 
seguenti schemi 
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FaDciaiiio Io sviluppo di N por [ivodotti di /„■ 
minori di ordini mi m^ . . ■ mi,, e indieiiiamo tali 
minori eolla notazioue avaui;! adottata. Si ha 



e -/»i, sia il minore obo si ottiene sopprimondo da 
N le linee di ordini 



e le colonne di ordini 

e cosi poi' J,„.^ . . . Jiiii,. 

So ora intendiamo che A,,,,, ... sieno ì iiiiiiorì 
ottenuti sopprimendo le linee o colonne indicato, 
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ma non da N, eibbene da tutto D, allora imi 
diventa di ordine in + mi , e così gli altri. 
Moltiplichiamo quel sonimatorio per 

e osBerviamo che, per il teorema sui minori del 
determinanti reciproci, il prodotto 

non ò aKi'o che ìl ccniplemento dell'omologo dì 
Ai;i, in D'i cioè è ^'u-m, od è un minore di iV'. 8u 
da Ani, aopprimiamo per un momento le ultime m 
colonne e m linee, eaao ridiventa il minore di 
^^, e i'jcjjji non è altro allora che Ìl complemento 
del suo omologo in ^'. 

Quindi tutto il sommatorio, dopo eseguito il 
pi'odotto iudioato, non è altro che quello ottenuto 
Huando si faccia lo sviluppo di N' come somma 
di prodotti di k minori, e poi in tal sommatorio, 
in luogo di ciascun niinove, si ponga il suo com- 
plemento in jV. 

' Per il teorema sopra dimostrato il risultato è 
quindi 

Ora per il teorema noto sui minori dei reciproci 
^Y' = 0"'i . 4i,2,..„ 
dunque sì ha 

/>«-,»,_! l,n-uu-\ . . . (v±_^,„^ . . . _/„„^; = 
~ -l)n~\y-.l-\) i^a.^,,-!-! 
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donde senz'altro {eaaendo »'i !■ m.^ + ...— "; 

:■ ± ,/,„, . . . _./„„ - /; -/i .■'... */■■-' 



con ciò resta dimostrato il citato teorema di 
Netto. 

Possiamo però subito ricavarne anche un altro 
della stessa natura. 

Nel determinante dato IV formiamo prima di 
tutto ii Bommatorio che corrisponde al suo sviluppo; 
poi ad ogui minore sostituiamo il suo complemento 
e co^ì foniiianio il sommatorie 

e poi iatendiamo corno prima che i i di questa 
os[n'ea8Ìone sieno i minori di N qiiaiido vi si ag- 
fjiungano le m ultime liuee e m colonne di D; 
così i A diventano minori di D, di ordini 



La diit'eronza fra questo aommatorio e quello 
del teorema di Netto è questa, che mentre i fat- 
tori dì ciascun termine della formola di Netto non 
hanno fra loro comune alcun elemento di JV, o 
come diremo, non sono intrecciati in N ma solo 
fuori di N, qui invece i minori che costituiscono 
i fattori di uno stesso termine sono intrecciati 
dentro di jV e fuori di JV. 

Con un procedimento analogo possiamo calco- 
lare questo nuovo sommatorie; basta moltiplicarlo 
per 
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non e ultro che quel minore di D' omologo de! 
complemento di à„.,„^ cioè omologo di i»,, , o, ciò 
ohe è lo stesso, q\iel minore, di N' omologo del 
minore A,,,, di JV. 

Quindi il sommatorie diventa niente altro che 
lo sviluppo di N' per prodotti di 7^ minori, e quin- 
di, sapendo il valore di JV', si ricava 



cioe: 

Si abbia un detev minante di ordine n -]■- m e il 
suo primo minore principale di ordine ». Se nella 
formala di sviluppo di questo determinante di or- 
dine n, per prodotti di k minori, ogni minore si 
sostituisce col suo complemento, e questo lo si sosti- 
tuisce a sua volta col minore, del determinante dì 
ordine h + m, ottenuto sopprimendo le linee e co- 
lonne dei medesimi ordini di quelle che bisognava 
soppnmeve per ottenere il complemento di cui si 
parla, si ìia per risultato la potenza k — l"'" del 
determinante totale di ordine n-ì-m, moltiplicata 
per il determinante formato dalle intersezioni delle 
ultime m linee e m colonne. 

Per le considerazioni di questo § ai può anche 
vedere Pascal, Sopra un teorema di Netto, ecc. 
(A.ce. dei Lincei. Marzo 1896.) 
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V,- 2G- — Trorema di HuNVAiJi. 

Ai toofemi sviluppati sopra, occorre aggiungere 
anche i[ seguente che si può chiamare teorema 
di HuKYADY perchè si trora in un lavoro geo- 
metrico di quest'autore. (Beitrag sur Theorie des 
Fliichm 2'^'- Orades — Creile, Yol. LXXXIX, 
paK. 58 (1879).! 

Di queato teorema trattano poi anche Isei,, 
Monatsh. Ili, p. 55; Esohkeich, Ibid., p, 68. 

Sia dato un determiuante di ordine n cogli ele- 
menti a,-8- 

Formiamo n funzioni lineavi con altrettiinto 
incognite aventi per coeiScienti ordinatamente gli 
elementi delle varie linee. 

Formiamo cioè 

«Il 3^1 -f «12% + - . . + auiX» 
<h\ Xx -\- ((22 X2 -r . . • -\- «an x,i 



(l-uìXi -\- aqnX2 -\" . . . -f- (liiiiXi, 

poi formiamo tutti i quadrati e i prodotti a due 
a due di queste espressioni. Formiamo un floter- 
minantc che abbia per elementi delle prime ìi 
linee i eoefdeienti degli n quadrati, e per elementi 

delle altre linee i coefficienti degli altri ^— — 

prodotti a due a due, e facciamo in modo natural- 
mente che in ima stessa colonna compariscano i 
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coefficienti dei quadrati e dei prodotti delle . 
ci esìme x. 

Si ha coeì un determinante di ordine 



che si [111(1 chiamare il determinante dì JIiii 
Por ;ì = 2 si ha p. es. il determinante 



(t\2 (Tja, 



B + ("« 2 ff e I 



Ora il teorema cui alludiamo è questo, che Ìl 
valore di un deter minante così formato è egucfle 
alla patema n + 1"'" del determinante dato. 

Questo teorema si può dimostrare col metodo 
stesso tenuto da HuQjady nel loc. cit. 

Per fissare le idee supponiamo p. es. il caso di 
H ---3. Allora il determinate è 



, ^ «li «12 

, 2 «ai «-38 
, 2 «ai «sa 



2%, «33 , Basa (723 

2 «31 «33 , 2 »3a «aa 



«ii«2i,aja''iiii,«i8aj3i«ii«'2a ' "ia«2ii«ii"aa * «i3«iii>«ia«33 +«i3"s3 
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Chiamiamo À,-s il complemento algebrico di a,e 
nel determinante dato di 3." ordine D. 

Aggiungiamo alla prima linea moltiplicata pei' 
A,i la quarta linea moltiplicata per Aa e la 
quinta moltiplicata per ^siì '"(li ^1'* seconda linea 
moltiplicata per ^21 I^' 4-" moltiplicata per A^ e 
la 6.* moltiplicata per ^3, , e infine aggiungiamo 
alla 3.' linea moltiplicata per A^,, la 5," moltipli- 
cata per j4|, e la 6." moltiplicata por A^^. 

Allora le tre primo lince diventano: 

«11 Ì>, 0, 0, «la D, «,:; .Z>, U 
«.1 D, 0, 0, «32 i>, aaa B, 
«3, D, 0, 0, «sa D, Osa D, 

e quindi, sviluppando il determinante per prodotti 
di minori contenuti nelle prime tre linee pei loro 
complementi, si ha 

«la «aa ''la "sa «ia «aa + «13 "sa 

D* . «13 «aa C(|3 «33 «15 «33 + ais «31 ■ 

«aa «32 "asf^aa O'aa «aa + "as «sa 

A questa espressione risulta dunque egnaio il 
prodotto del determinante di Hunyady |>er i tre 
complementi algebrici A^^, A^i, Ag^. 

Si potrebbe far vedere che il prodotto di questi 
tre complementi algebrici è esattamente eguale 
all'ultimo determinante di 3.° ordine scritto; ma 
anche senza passare a questa nuova dimostrazione, 
noi osserviamo che il prodotto A;[ A^, A^ non 
può avere per fattore 1), perchè ciascuna, delle A 
iì indecomponibile in fattori, e D ì: anche indo- 
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componibile. Dunque il fattore Ì>* che sta nell'ul- 
tima espressione non può che oasore fattore del 
deteEmioaute JI di Hunyady, ed esaminando poi 
i g:radi rispettivi di un termine di questo e di uu 
termine di /*'', si trova che non può essere che 

n -= e 1)^ 

dove e è un costante che ai trova eguale ad 1, 
supponendo in particolare che tutti gli elementi 
di I) si riducano a zero, meno quelli della dia- 
gonale principale. 

È facile convìncerei che questo procedimento di 
dimoatraBione si può eseguire in generale, e quindi 
in generale 

Per i <leterminanti di questa natura, i quali ca- 
pitano nella teorìa delle coniche, si possono vedere 
i seguenti lavori: 

HusYADY, Creile, Yol. LXXXIU, p. 7(5. 

Meetens, Creile, Voi. LXXXW, p. 35ò. 

Pasch, Creile, Voi. LXXXIS, p. 247. 

Caspatiy, Creile, Yoì. XCH, p. 123. 
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^ 21. — DrTEKÌIINAXTI I cui Lr.lJMEXTI 
SONO POHaATI 

3h5diaxtl1 quelli di due deteeitinasti datt. 
Teobbua di Kuonecker. 

Accanto alle coiisiclerazioiii fatte nel paragrafo 
precedente possono trovar posto quelle che si ri- 
feriscono ai determinattti i cui elementi sodo for- 
mati mediante quelli di due dati determinanti. 

Su questo argomento si trovano vari teorenH 
in diversi lavori. Vedi: 

Stlvester, Philos. Magas. Serie 4", Tomo IT, 
p. 142 (1851). 

PiCQUET, Comples Reiidus, etc. T. LXXXTi, 
p. 1118. 

PiCQUET, Aiialyse comhinatoire des detenni iianis. 
Jonrn. de l'tìcole Polyt. Tomo XXYIU, p. 214, 
234, 237. 

KROxVECKBa, Creile, Voi. LXXII, p. 152-153. 

SiACCi, Alcune trasformazioni di determinanti. 
Annali dì mat. Voi. V, p. 296; Aec. di Torino, 
1872. 

Hensbl, Veber die Darstellunr/ der Determi- 
nankn etnes System welcJtes aus zwei anderen 
componirt ist. Acta math. Voi. XIV, p. 317. 

Netto, Zwei Determinantensdtze. Acta matli. 
Voi. XVII, p. 200. 

Igel, Zur Theorie der Dd'-rìi/iinuileii. ilonnts- 
hefte, etc. Voi. Iti, p. ri5. 
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i di Kronecfcei: 



139 



EscHEUiCH, Ueber ehùge Determiiiaiiteit. Mo- 
nafcah. ete. Voi. Ili, p. 68. 

Uno dei teoremi più eleganti di questa teoria 
ò quello cosiddetto teorema di KronerJcer. 

Steno dati i due determinanti 

A di ordine n cogli elementi aij 

B di ordine m cogli elementi hi,!.-. 

l'ormiamo tutti i prodotti 

cpq = mj bhh 
ili numero dì »^ m^, e formiamo il determinante 
di ordine n m, cogli elementi aij bhh, ponendo in 
mia stessa linea tutti quelli per i quali sono co- 
stanti gli indici i, h, e in una stessa colonna quelli 
pei quali sono costanti i secondi indici j\ k. Il de- 
terminante C delle e sarà allora eguale a 
A'" B" . 

Una facile dimostrazione di questo teorema è 
quella data da iNetto (Op. cit.) fondandosi sullo 
sviluppo del determinante. 

Per intendere meglio il procedimento che si 
puf) seguire in generale supponiamo il caso spe- 
oiale di ii = 3, m = 2. 

Allora il determinante C è 

«11611, «u^ia, «la ^n< «la ^iVì "13 ^n, «i;i ^19 ' 
Sali (*ii &aai '^.a^a'.t «la ^aa, «jb 6ai, «13622 I 
611, a»i5,a, ffaafi.i, «aaSi?, «aa 6ii) «aa^ia 
bla, «ai^aa, faa 6ali «asha, «23^211 "aa^as 

«ai^iU "Slhs, «sa 611, fl.a6!a, «33611, «336,2 
htì Csth'^i «lavali faa6a2, "33631, "35633 
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Allora distinguiamo le linee di questo determi- 
naLte iu 3 sistemi di 2 linee ciascuno (iu generaìe 
in n sistemi di m linee ciaacuuo), ponendo nello 
atesso sistema quelle linee i cui elementi situati 
sulla stessa colonna contengono il medesimo fattore 
aij. Allora un minore scelto nella matrice delle 
due prime lìnee avrà sempre per fattore il prodotto 
di due a, e l'altro fattore sarà o zero o il deter- 
minante delle b. Lo stesso si verifica per un mi- 
nore scelto nella matrice della 3.' e 4." linea, e 
per uo minore scelto nella matrice delia 5.' e 6." 
linea, 

Seomponeudo il determinante come somma di 
prodotti di minori contenuti nelle due prime linee, 
nella 3." e 4.' e nella 5." e 6." linea, ogni termine 
sarà quindi o zero, ovvero avrà per fattore il de- 
terminante delle B elevato a 3." potenza (in ge- 
nerale B"). Quindi deduciamo elio C ba per fattore 
B". Per la simmetria fra le o e & ricaviamo elio 
lo stesso C ha anche per fattore A'". Dunque 

C = s.A'" B" 

dove esaminando il grado di C in a o in h si. ri- 
conosce subito che s non può che essere una co- 
stante, e non può più dipendere dagli elementi 
a, b. Supponendo poi eguali a zero tutti gli mj 
dove gli indici i, j sono diversi, o tutti i òhh dove 
/f, k sono diversi, si riconosce subito S'— 1 ; dunque 
ialine 

V=A'".B'-. 

Ver altre diiuostrsi^ioui dello stesso teorema si 
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può Tedere Hensel ed Escheeich (Op. eit,), o 
KàDOS, {Math. MiUheilnngen «ms Ungarn, Yol. Vf, 
|). 268). 



S 28. — Teoeiìih 

DI l'iCiJUET, DI Sy1,VEST1;K J;I) AI.TllI, 

Passiamo ora ad un altro tcoreiiiii LliniOHtriito da 
PicciiraT. (Op. eit., pag. 2L4.) 

Siena dati due determinanti ^L e B di ordine 
n. hi uno di essi p. en. A sostituiamo in Inogo 
di m colonne scelte in tutti i possibili modi, m 
colonne di B. 

Oi/ni folta ahOiuino un determinante di ordine 

n, e di questi ne abbiamo "K H determinante 
Dm formato con essi disponendo in ima stessei linea 
quelli che risultano soj^primendo le medesime m 
colonne di A, e in una stessa colonna quelli che 
'■risultano sostituendo in m colonne di A scelte in 
tutti i modi possibili, le medesime m colonne di B, 
è eguale a 

Uà questo teorema si deduce come caso parti- 
colare quello eosì detto di Sylvester, da noi dimo- 
strato ia UD paragrafo precedente (y. % 22), come 
lo Ila fatto vedere Pioquel: a pag. 216-217 del- 
l'op. eit. 

La dimostrazione did teorema ò scmplioc, 
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Ogni elemento di Dm è un determinante che ha 
n -m colonne di ^4 e m colonne di B. Un tale 
determinante lo possiamo sviluppare come somma 
algebrica di prodotti <Ìi minori di ordine n — m 
di A per minori di ordine m di B. Allora gli ele- 
menti della prima linea di D,,, saranno somma di 
prodotti dei medesimi minori di ordine n ~ m di 

À. per i 1 sistemi di minori di ordine m di B, 

ogni sistema essendo formato di tutti gli mi- 

nori compresi fra le medesime m colonne. 

Si vede così che Dm risulta espresso come pro- 
dotto di due do terminanti, di cui l' uno ha per 
elementi i minori di ordine n — m di A, e l'altro 
Ila per elementi i minori (H ordine vi di B, quando 
si abbia cura di cambiare segno in uno di questi 
a quelli elementi che corrispondono a minori di 
classe dispari (il ohe come si sa non altera il va- 
lore del deter min ante ">, 

Ma sappiamo (vedi § 22) che i! determinante 
An-in che ha per clementi i minori di ordine n — m 
di A ha per valore 



.(""') 



e che quello ai 
ha por valore 



„t"^0 



dunquo il teorema è dimostrato. 
Insieme al determinante Dm si può considerare 
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il determinante Dn-m ottenuto scambiando A con 
li, cioè ponendo in m colonne di B scelto in tutti 
i modi possibili m colonne di A. 
Si ha quindi 

« P^ ì-\ 

11 jn-odotto dei due Dm T),i-m sarà 



P .R 



Disponiamo gli eienienti dei due determinanti 
Dm, Du-m in una maniera opportuna, cioè fac- 
ciamo che gli elementi omologhi in essi sieno i 
due determinanti l'uno contenente n — m colonne 
di -d, e m di B, e l'altro contenente le rimanetitl 
m colonne di A e le rimanenti n — m colonne 
di B- Allora si può mostrare che: 

Facendo il pi'oàotto per linee dei due determi- 
nanti Dm Dn-m, ffU elementi pHncìpali del pro- 
dotto risultano eguali al jìrodotto A ■ B, e gli al- 
tri elementi risultano zero, il che costituisce un 
teorema di Sylvester da lui pubblicato sin dal 
1851 Cop. eit.). 

Formiamo la matrice che ha per prime coloane, 
n — m ooloune di A, e per altre colonne tutte 
([uelle di Jf, e così l' altra matrice che ha per 
prime colonne le rimanenti m di A, e poi tutte 
le colonne di B. 

Formiamo tutti i determinanti di ordine n con- 
tenuti nella prima matrice e contenenti sempre le 
colonne fisso di A, e così per la seconda matrice. 
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Possiamo far coi'riaponclere i primi ti eterni inaliti ai 
secondi intendendo come corrispondenti quelH che 
non hanno comune nessuna colonna di B. Allora 
i determinanti corrispondenti saranno gli elementi 
omologhi di due lìnee omologhe in Dm e D,i-,„. 
La somma dei prodotti dei determinanti corrispon- 
denti (dando a quelli della seconda matrice il 
segno negativo se sono di classe dispari) sarà un 
elemento prineipaio del determinante prodotto Dm 

Dn-,„. 

Chiamiamo ij ^g . . . i minori di ordine n — m 
contenuti nelle n — m colonne di A^ o '^i' «g' ■ . . 
i loro, complementi algebrici ohe saranno i minori 
di ordine in contenuti nelle altre colonne (col 
segno negativo so di eSasso dispari). 

Chiamiamo poi con 



i minori dì ordin 



i loro complementi algebrici (di ordine n — m). 

Allora Telemeuto principale del prodotto D D' 
sarà, per quello che si è detto, 
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Per i = h ai ha 

elio ò eguale al prodotto A.B, e per * diverso 
da k si ha zero, perchè, per le proprieti\ di un de- 
terminante, 



per i diverso da h. 

Analogamente si dimostrerebbe che gli elementi 
non principali sono zero. 

I due determinanti DniDn-m qui considerati 
hanno fra loro relazioni simili a quelle che hanno 
fra loro i due determinanti formati Timo eoi mi- 
nori di ordine m, e l'altro con quelli di ordine 
n — m di UQ dato. 

L'analogia si estende ancora alle relazioni fra 
i loro minori. Si può dimostrare il seguente teo- 
rema (di Picquet). 

Vn minare di I),i-m è eguale al complemento 
del stia omologo in Din, moltiplicato per una po- 
tenza di A e una potenza di B. 

La dimostrazione di questo teorema ia possiamo 
fare nel seguente modo semplicissimo. 

Siene du gli elementi di Dm, e di;' quelli di 

Consideriamo, per fissare le idee, il primo minore 
principale di ordine r di Dm-, che potremo scri- 
vere (ponendo " =0 
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1 (',. . 


. . Ar 


<il,+> . 


. Al ; 


; dr, . 


. . lì,- 


d„+, . 


. d„ 


;» ■ 


. . 


1 . 


■ " : 



li prodotto di questo per Da- 
teorema ultimo dimostrato, dà 



AB . 
! AB . 



, per effetto del 



■ 





. . A B rf',v.+i . 


. d',; 


1 » 





. . (!',+,,+, - 


. rf',4,,. 



d',+i.,,-+i . . . d',-+i,f 



i d'i,,-+i . . . d'a 



e, sapendo che l)„-in è poi a sua volta eguale ad 
una potenza di A per uua potenza di B, il teo- 
rema resta dimostrato. Propriamente ai trova che 
il minore di ordine r di Dm, 6 estuale al compie- 
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raeuto dei suo analogo in l)n-m moltiplicato per 

Terminiamo queste considerazioni coU'osBeryaro 
elle, se in particolare il secondo determinante B 
lo ai suppone eguale a 

; 1 ... 

, 1 ... 



1, 



= l 



allora i teoremi di questo paragrafo danno quelli 
del paragrafo precedente, e i determinanti Dm 
l>ii-in di questo paragrafo diventano quelli ai mi- 
nori di ordine iw, e « — i« del determinante .--1, 
che nel paragrafo precedente abbiamo indicati 
cogli stessi simboli. 

AI gruppo di considerazioni riguardanti i doter- 
;minanti formati cogli elementi di due altri si riat- 
'tacca ancora un lavoro di Siacci da noi già citato. 
(Annali di matematica, Yol. V, p. 296; Acc. di To- 
rino 1872.) 

Si abbiano (ine determinanti 

A -= Utrs 

lì - \h,., 

lì si formi i! d(!torminante P il cui elemento ge- 
nerale sia 
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lì primo dei teoremi del Siacoi dice che: 
Il determinante P è eguale al prodotto dei due 
determinanti A. B, per il determinante il cui ele- 
mento ( 



dove Arg^ Brs sono i complementi degli elementi 
a,-s, bre in A, B. 

Non entreremo nei dettagli di (luesto e di altri 
teoremi, e ci basti solo di ayerne fatto un cenno. 

Per l'argomento di qiiesto paragrafo Tedi anche: 
Pascal, Sulle varie forme delle relazioni esistenti 
fra i determinanti di una matrice rettangolare. 
{Annali di mat. 1896.) 



§ 29. — Relakiosi 

contenuti in una matrice. 
KiCEJtCA ni Vahlen. 

Sia data una matrice di m lineo e n colonne. 
Cogli elementi contenuti in esea si possono for- 
mare j I determinanti di ordino m. Si domanda: 

quanti di qnesti aooo indipendenti P Cioè, quante 
relazioni, fra loro indipendenti, esistono fra essi? 
Siene a,-s gli elementi della matrice 
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Incominciamo coli' osservare che una relazione 
identica fra i determinanti di ordine m contenuti 
in questa matrice potrà sempre spezzarsi in parti 
ognuna delle quali devo essere omogenea in tali 
determinanti, ciascuno dei quali è omogeneo di 
grado n negli elementi n, e ciascuna di tali parti 
eguagliata a zero costituirà da sé una relazione 
identica. 

Dunque tutte le relazioni richieste potranno 

sempre ridursi ad essere omogenee negli ! de- 
terminanti. 

laoltre se ogni demento ars lo trasformiamo 
eolla sostituzione lineare 

an = ^ °-hi- a'iir 

allora ogni determinante contenuto nella matrice 
delle a è eguale all' analogo contenuto in quella 
delle a' moltiplicato per il determinante delle k, 
e quindi le relazioni omogenee fra essi restano 
'inalterate, e non vengono a contenere le quan- 
tità H. 

Intanto noi possiamo disporre delle m^ quantità 
arbitrarie * in modo che altrettanti degli elementi 
a' acquistino dei valori iìssi. Allora gli j — 1 

rapporti di determinanti restano funzioni solo di 
n m — m'^ = m(n — m) elementi arbitrari e quindi 
si vede che al più non potranno esistere che 
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§29. 



■ Bicerca di Vaìilen. 



relazioni fra essi raoporti, il che equivale ad al- 
trettante relazioni omogenee fra i determinanti 
stessi. 

Faremo ora veliere che effettivamente ei possono 
formare altrettante relazioni tutte fra loro indi- 
pendenti. 

Oonaideriamo il determinante D formato colle 
prime m colonne, e prendiamone il reciproco i cui 
elementi li chiameremo Ars. 

Cousideriamo poi im determinante qualmiqnc A 
formato eolle colonne di ordini 



1'' or mia ini 
terminanti. 



il prodotto per colonne dei due de- 



air, 


Olr, . 


• ■ »'■■- i 


A, 


A, ■ 


. . Ai,u 


«2j- 


a2>-. ■ 


. . «2,-„ 


A„ 


A„ . 


. . Aa, 


o.„ 


»„„., . 


. . li.,,-.. : 


A., 


A.,.. . 


. . A,,,., 



Un elemento qualunque di posto is del d' 
minante prodotto è: 

a],'-Als + «i>c;^2s -I- . . . -L a,,!,-! A„K 

che non è altro che il determinante 



quando in luogo della colonna s'"" si soatituisce 
la colonna n^"" della matrice data. 
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151 



Il riaultato del prodotto è dunque il determinante 
ì cui elementi sono a loro volta i determinanti ri- 
cavati da D sostituendo in luogo deile sue colonne, 
quelle di ordini i\ r^. . . Vm. 

Sapendo poi die il determinante delle A è eguale 
a sua volta alla potenza m — V"" di i>, si vede 
che ognuna delle costruite equazioni può rappre- 
sentare una relazione fra i determinanti della ma- 
trice. 

Esaminiamo intanto queste relazioni. 

Se A ò la stessa cosa del determinante Z>, allora 
evidentemente si ha im' identità. 

Consideriamo poi tutti i a che hanno m~ X 
colonne scelte fra quelle di />, e una sola scelta 
fra le n — m restanti della matrice data; tali ^ 
sono evidentemente in numero di m{n — j»)- Ora 
essi danno luogo a delle relazioni identiche, perche 
il determinante che allora risulta al secondo mem- 
hro è 



]){){) . 


. 


7; . 


, 


y> . 


. 


000. 


. i 



che è eguaio a fJ"~' ^. 

Le altre relazioni che si hanno facendo variaro 
A in tutti gli altri modi possibili in numero di 
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sono certamente tutte fra loro indipendenti, perchè 
al primo membro in ciascuna di esse compare un 
fattore (che è A) il quale varia dall' una all' altra 
delle relazioni, e non compare mai al secondo 
membro. Infatti it secondo membro è in ogni caso 
formato mediante determinanti che si ricavano dal 
fondamentale D mutando ima sola colonna, mentre 
che il 4, che compare al primo membro, è sempre 
un determinante contenente almeno due colonne 
diverse da quelle di D, giacché in caso diverso si 
hanno relazioni identiche. 

i dimostrato che fra gli j determi- 
nanti di ordine m di una matrice con n colonne 
e m linee esistono 

relazioni indipendenti. 

Questa dimostrazione è contenuta in una nota 
recente di Vahlbn. {Belationen zioischen den I)e- 
fenninanfen einer Matrix, Creile. Voi. CXIT, pa- 



§ 80. — iroiì.UOLA DI KetTO V. Wt.ì. .IXALOGA. 

È interessante notare di qual grado sono le rc- 
laaioni trovate nel paragrafo precedente. 
Supponiamo prima ohe dtie soli degli indici 
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sic no diversi dagli iodici 

l'i ... M 

Sieno p. ei3., gli indici >■, s che saranno scelti fm 
ni + 1, )y/ + 2, . . . n 

Le colonne con tali indici sieno da collocarsi 
al posto di indici s, e j. 

Allora al secondo membro la prima linea verrà 
col primo elemei]to eguale a Z) e cogli altri tutti 
zero; la seconda linea eoi secondo elemento eguale 
a Z) e gli altri zero e così tutte le altre linee, 
mono la linea i'"" e la. linea j'"" nella quale com- 
parirauuo ordinatamente i determinanti 

(,■2. . ..») (Ir3 . . . 1») . . . (12 . . . r) 
{,2.. .m) (ls3., . m).^ . (12. . . ,). 

indicando col simbolo 



il determinante formato colle colonne di indici 



e così di seguito. 

Lo sviluppo del seeoudo membro (poiché 
elementi D stanno tutti sulla diagonale principi 
verrà dunque eguale a 

\(\,%..i-l,r,hl...m){l,2...j~\,r,M...n 

^^""'=',(l,2,..i-l,s,M.., ,»ì(l,2...i-Lv*l..,« 
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Quindi paragonando col primo membro e aop- 
primendo il fattore comune D,n-3 si ha una rela- 
Kione di 2." grado nei determinanti. Di tali se iif 

hanno 1" T '") j 9 ). Analogamente se no avranno 

H--mj 7 ^ij go gpa^(JQ^ g pQg^ (jj aeguito. 

Continuando a rappresentare i determinanti col 
simbolo ora introdotto la relazione trovata è la 
seguente 
iU2,..A~hr,i-\-ì,...j-ì,sJ+l,...m)a,2,...m)= 

{\X- i-Ì,r,i+l,..,m)a,2,..J -\,Hj+U...m) - 
- (1,2,... i-1, s, i+l,...m) (l,2,...y-l. rj+\..:m). 

Ora lasciamo inalterati i valori degli indici *' , s , 
ma mutiamo i! posto in cui li sostituiamo; cioè 
immaginiamo che la "colonna f"" non la sostitu- 
iamo più al posto i'"" ma a! posto h"'". Allora si 
ha l'altra relazione 

(l,2„Ji-l,r,/H-l,...,/-l,.^,yi-I,...i») (L2,...m}= 
= (t,2,.,./(-l,r,A+l,...m) tl,2,...i-l,s,yM,...m)- 
-(l,2„../(— l,s, /i-t-l,...m) (l,2,.,.y--l,rj+l,...j».)- 

e cosi si avrebbe un'altra relazione mutando poi 
h in /-. 

Ora queste tre relazioni contengono tutte i me- 
desimi coefficienti 





(1,2, . 


. , .») 


(1, 5, . 


■ ■ ,/--l,. 


i,7 + 1, , . . m) 


(1, 2, . 


. . /-l, 


r,j+ì, . . , ».)- 
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Considerando il determinante di S." ordine for- 
mato colle nove altre quantità che entrano in que- 
ste tre relazioni tal determinante deve eaaere zero, 
come noi faremo vedere in generale quando trat- 
teremo della teoria delle equazioni lineari, e come 
del resto si potrebbe anche qiii vedere subito, 
moltiplicando le tre equazioni per i complementi 
alg'ebrici degli elementi della prima colonna nei 
detto determinante e sommandole. 

Considerando !a matrice delle prime m colonne 
e delle due altre la r'"" e la s"'", e indicando più 
semplicemente con 



il determinante contenuto in tale matrice soppri- 
mendovi le colonne a"" e P"", abbiamo dunque 
ohe il determinante 

■ -i,_,- t\,-5 i,-,. ■ 

^l.j ^/,. As,- 

, AW ^l'^ ^ì-r 

deve essere identicamente zero. 

Questo h il risultato contenuto in principio di 
una nota di Netto, Zivei Determinanteìisàtze, A.cta 
raath,, voi. XVIl, p, 199. 1893. 

Questo risultato potrebbe essere facilmente ge- 
neralizzato. 

È importante notare ohe cqj metodo da noi se- 
guito ai pub trovare un risultato diverso da quello 
qui ottenuto, ma che ha con esso grande affinità. 

Se nella relaziono di 2.° grado da cui siamo par- 
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titi, in luogo di mutare l'indice *, mutiamo r in /*, 
e A, e poi seguiamo lo stesso procedimento, otto- 
iiiamo un determinante di 3." ordine divei'so da 
quello ora scritto, 

Consideraiido la matrice delle prime m colonne 
e poi delle colonne s r h k, e indicando con '^0,^;'.^ 
il minore ottenuto da tale matrice aopprimendo le 
colonne a p f E, ai lia 

àijhh ^ishh ^Jshì^ I 

^ijhi- aitici- ^jehi- ' = 0, 

^vrh ^isfìi ^Jei-h 1 

ì. equazione può metterei sotto una forma 
che mostra magj^iormente la sua analogia colla 
formola gìh citata dì Netto. Oonaideriamo la ma- 
trice formata da tutte le colonne considerate, meno 
le sei colonne di indici i ,j ,s ,r ,h ,k. Indicando 
con Aap- il determinante formato aggiungendo alle 
«t — 2 colonne di questa matrice, le colonne k , P, 
il determinante precedente assume esattamente la 
medesima forma del determinante di Netto, salvo 
che gli elementi hanno un significato diverso. Men- 
tre nel determinante di Netto gli elementi sono i 
minori ottenuti da una matrice di m -F 2 colonne 
sopprimendo due colonne; in questo determinante 
gli elementi sono i minori ottenuti da una matrice 
di tu — 2 colonne aggiungendo due colonne. 

Per l'argomento di questo paragrafo, vedi Pa- 
scal, Annali di matem. 1896. 
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S Bl. — Forma ridotta helle tielazioki 
FRA T "dt:trgmtnaxti hi una matrice. 

A (questi studi sulle rolazioni fra i determi- 
nanti di una matrice si riattaccano quelli che ca- 
pitano nello studio del calcolo simbolico delie for- 
me algebriche di specie n. 

Le relazioni troTate sono alcune di 2." grado nei 
determinanti, altre di 3." grado, ecc. 

Ora è importante notare che esse poaaono ri- 
dursi tutte a relazioni di un tipo unico di 2." gra- 
do nei determinanti. La relazione che si ottiene 
così, si suol chiamavo, nella teoria del calcolo sim- 
bolico delle forme algebriche, una identità fonda- 
mentale. (Vedi la Memoria : Pascal, Sopra le re- 
lazioni che possono sussistere identicametite fra 
fonnazioni simboliche del tipo invariantivo nella 
teoria generale delle forme algebriche. Memorie 
^dei Lincei. Voi. V, serie lY, p. 374. 1888.) 

Indichiamo, come avanti, con («| 4 • • • in?) il de- 
terminante formato colle colonne di indici ii i^... i,,,. 

La relazione generale trovata nelle pagine pre- 
cedenti può scriTersi sotto la seguente forma; 
(.■,2...».)(li,S...»i)...(12...i,)| 

(i,„2...»i,(U,3....»)...(12...i»)' 
Ora favoino roderò cho tutte io l'olaziotii (ìi 
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qaesto tipo restano verificate mediante certe altr 
relazioni di 2." grado che si ottengono nel se 
gueDte modo. 

Conaideriamo i! determiiiaiite di ordine m -\- 
formato ne! seguente modo: Scegliamo nella ma- 
trice data le colonne di ordini i^ % . . . im im 
formiamo con queste la matrice con in linee e n 
colonne; nell'ultima linea poi poniamo i determi- 
nanti del tipo: 

ih ÀJ.-- - M-l) 



('"'+! Jl J2 



dove gli indici J\Ji • . .jm-i corrispondono a quelli 
di altre m — 1 colonne scelte nella matrice data 
(in particolare aleime delle j potrebbero essere 
eguali ad alcune delle i già considerate) Il de- 
terminante così formato è identicamente zero, per- 
chè è evidente che gli elementi dell' ultima linea 
sono una medesima combinazione lineare degli 
elementi corrispondenti delle linee parallele. 

Sviluppando quel determinante secondo gli ele- 
menti dell' ultima linea si ha dmique 



. . . im) {hn-\-lJx i. 






dove il BOinmatorio si estende a tutte !e permu- 
tazioni circolari fra gli indici i, ij . . . im im-i-i, e i 
segni dei vari termini sono alternati o no seeon- 
dochè m è dispari pari. 
Per intenderoi più facilmente obiamereino eie- 
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menti circolanti gli elementi ii . . .im ini+u e ele- 
menti fissi gli altri. Se tutti gli elementi fissi sono 
diversi dagli elementi circolanti la formola (è) con- 
tiene m + l termini. Se r elementi fissi sono eguali 
ad altrettauti elementi circolanti allora r termini 
della formola generale ei distruggono, e quindi re- 
stano solo m — )■ + 1 termini. 

È curioso che IÌìkstenau {Beitrilge znr Theo- 
rie der Determiminten; Creile, LSXXIX, p. 86.) 
ha creduto necessario una dimostrfwione piuttosto 
lunga per dimostrare questa identità particolare, 
pure prendendo le mosse dalla identità generale. 

Ora è con questa identità fondamentale di 2." gra- 
do che si possono costruire tutte le identità pre- 
cedentemente stabilite; si può cioè mostrare che 
da questa tutte le altre dipendono- 

Supponiamo che in particolare 



Allora m — 2 termini della (6) vanno a zero, 
perchè vengono a contenere dei determinanti con 
due colonne eguali; restano solo tre termini cioè 



fi, ••,.. 


. ira-2 h 


„-l im) (im+1 y, i. 


,..i,„-2) + 


+ l'i, i,.. 


. Ìn,-2 i. 


FI im + lì (iw-1 Ji i, . 


.. im l) + 


+ li, i... 


. !'«-! .', 


.« i,.-.) fi,. ;, i, . 


.. i,-s).0. 



Ponendo in particolare jj, Ì2,..., im = 1 , 2 . . . m 
si hanno relazioni (mutando gli indici Jw-hj'i in 
tutti i modi possibili), che non sono altro che le 
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relazioni di 2." grado che si ottengono dalla for- 
inola generale (a). Infatti si è visto avanti che 
da (a) si ottengono le relazioni di 2.° grado, quando 
solo due degli indici » 1 12 . . . im sono diversi dagli 
indici l,2,.--w; e allora al secondo membro si 
ottiene per fattore comune (1 ,2 , .. .)'"~^ "^ soji- 
presso questo fattore si hanno precisamente rela- 
zioni del tipo precedente. Passiamo alle relazioni 
di 3." grado. Bsae si ottengono da («) quando tre 
degli indici «i i^ . • • h,, sono diversi da 1,2,... m. 
Una di esse è per es.: 
(!, 2, . . . i,n-i Ì..-1 i,«) (1, 2, . . . m)' = 
(l,2,...i,„-2,m-l,»i),l,2,...m-2,Ì™-2,mXl-2,...)«-2,m-l,ta-3)| 
= (l,2,...te_i,m-l,rH);l,2,...m-2,!„i-i,m;(l,2,...m-2,m-l,»,«-i)j 
;i,2,.,.ta ,m-l,m;{l,2,...m-2,*M. ,m)(l 2,...m-2,m-l,i«, )' 

Sviluppiamo questo determinante secondo gli 
elementi dell'ultima colonna, e teniamo conto di 
relazioni analoghe all'ultima scritta. 

I minori di 2." ordine compresi nelle due prime 
colonne di questo -determinante sono riapettiva- 
meute eguali a: 

+ (1, 2, . . . i,H-2 /«.-i m) (1, 2, . . m\ 
~ :'l, 2, . . . im-2 im m] X 2, , . . m), 
+ (1, 2, . . . i.n-1 i,n m) (1, 2, . . . m), 

e quindi sopprimendo il fattore comune (1,2,.,- «0 
resta la relazione; 

(1, 2, ...Ì,„-2%,-i W (1, 2, ... m-2, m-1, m ) - 
~ {1, 2, ... i«-2 im-im) (1,2, ... m - 2, m-1, i,,^ ) -c 
+ (1, 2, ...im-ì im m) (1, 2, ... m-2,m-ì, Ì,„'-i) - 
— (1, 2,...i,„-iim -m) (1, 2,'... ^-2, m~l, Jm-2)*0 
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i da (5) ponendo 



;, = !,... i,„_3 — m - 3, Ì,„j^] ---= m. 

Cosi 8Ì potrebbe dimostrare che lo sfcesao auc- 
eede per le relazioni ài 4° grado comprese nella 
formola (a), e in getierale tutte le forinole del 
tipo (a) sono sempre riducibili a forinole del tipo 
(6), alle quali restano in fine ridotte tutte le rela- 
zioni esistenti fra i minori di una matrice ret- 
tangolare. 

Uno studio su moltiasime identità ricavate da 
quelle di tipo (&) si trova in Hunxady, JJeber et- 
nige Determinanten-Gleiehtmgen, Creile, Y. SCIV, 
p. 171, 1882. 



§ ii2. — TÌE[, AZIONI V\iA I DETHaMINANTI 
POBMATI COGLI STESSI ELEMENTI. 

Una ricerca affine a qnella del paragrafo pre- 
cedente è quella contenuta in questo paragrafo. 

Cogli stessi ?ì^ elementi dati possiamo formare 
n^\ determinanti di ordine n. Fra questi alcuni 
sono tutti eguali fra loro'iu valore assoluto, quelli 
cioè che risultano 1' uno dall' altro scambiando le 
linee fra loro o le colonne fra loro. 

Tratteremo qui di teoremi trovati da Ba- 
gnerà {Sopra i determinanti che si possono for- 

PiBCil.. 11 
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J62 § 32. — Detcrm- form. cogli sti-ssi ehm. 

mare cogli stessi n^ elementi. G-iora, di Batt, Vo- 
lume XXV, p. 228. 1886} e da me (IsUt. Lomb., 
1896), riguardanti relazioni esistenti fra determi- 
nanti diversi ma formati cogli stessi elementi. 

Si abbia il determinante di ordine n cogli ele- 
menti aij. Permutando in tutti i modi possibili 
gli elementi della t""* linea si hanno n ! determi- 
nanti direrai. Sia A uno di essi, e sia 4/^ quello ot- 
tenuto da 4 scambiaudo fra loro due elementi della 
linea i'"" p. es. mj con «a. Si può esprimere fa- 
cilmente la differenza di i con àj^.. Infatti basta 
osservare che sviluppando A secondo gli elementi 
della i"'" lìnea si ha 

A -- il -I- aij Aij I- (lik Ath 

chiamando Aij Aih i complementi algebrici degli 
elementi della linea *"'", e indicando con iì l'as- 
sieme di tutti gli altri termini. 
Si ha allora 

A/f-li-!- aikAii+oijAi/, 



A - \j/, = {ai; - ai/;) (A/j - Aìì.\ 

Facendo variare yi in tutti gli j"! modi pos- 
sibili e moltiplicando si ha 

VI (A ~ A,-ft1 ^-^ lì {aij-aiìA n (Av Aik) 
j.l- JJ- M- ' 

dove il simbolo Usi estende evidentemente a «j 
fattori. 
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§ 32. - Determ. furm. cogli sfessi elem. 163 

Ora se invece di prendere le mosse da i, preu- 
diamo le mosse da un altro degli n ! determinanti 
ottenuto da A con una qualunque permutazione 
degli elementi della linea i""\ p. es. da D, otte- 
niamo 

n [D - Djh) 

eajjreaao nella analoga maniera, cioè, a meno del 
segno , abbiamo la eguaglianza dei due primi 
membri 

n {A-4j4-ì=± n iD-Djk). 

Abbiamo così il teorema: 

Formiamo gli n! determinanti permutando fra 
loro in tutu i modi possibili gli n elementi di ima 
linea qualunque in un determinante dato; sceglia- 
mo uno di questi, e fogniamo tutte le n) diffe- 
rente fra esso e quelli che da esso si ottengono 
colla permutazione di due soli elementi ; il pro- 
dotto di tutte queste differenze è costante qualun- 
que sia il determinante scelto da pnneipio. 

Un altro teorema trovato dallo stesso autore è 



Formiamo gli n! determijiaMi permutando in 
tutti i modi gli n elemen'i di una lìnea in un 
dato determinante; scegliamone n -i- i di essi, e in 
ciascuno di questi facciamo fra gli elementi di 
quella linea, n permutazioni simili; il determinante 
di ordine n \- l formato con tali determinanti è 
zero. 

Indichiamo con AiiAi2...Ahi i complementi 
algebrici degli elementi della linea *'"". 
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164 § 32. — Determ. form. cogli stessi ehm. 

&li elementi an . . . ain della linea i'"" li assog- 
gettiamo a M ■ 1 sostituzioni; abbiamo così w + 1 
permutazioni di tali elementi. Tali permutazioni 
sieno indicate con P^i P,, . . . Pi,ii-fi ad ogmina delle 
quali corrisponderà un determinante if„-. 

Operando sulle P, delle sostituzioni simili ab- 
biamo altre n + 1 permutazioni che si possono in- 
dicare con Pi!, e così di seguito. 

Sieno 



gli elementi an . . . «;« permutati secondo le poi- 
mutazioni Pii . •■ Pui+ì . 
Il determinante 



! ^Hti,! ■ ■ ■ ^"+1." '^P,ii-!-l : 

è zero perchè gli elementi dell'ultima colonna sono 
le medesime combinazioni lineari degli elementi 
delle altre colonne. 
Se consideriamo similmente 

■ip,, . - . ift„,n 

abbiamo un simile determinante devo lo prime n 
colonne salvo nell'ordine sono le stesse, perchè da 
queste si ricavano con una permutazione simile 
fatta poi sui primi u elementi delle linee. 
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Determ. fortn. cogli sfessi ehm. 165 



Chiamando dunque 



i complementi alf^ebrie! degli elementi dell'ultima 
colonna nel determinante precedente, abbiamo lo 
relazioni identiche 

\ ^P„ 1 ... 1 >H+l^A,«+, —0 

), Jp ■(- H- ).„4.l -ip n+\ = 

\ Jp + -i- iì^P (I 

ie quah relazioni mostiano che il dete ina ite 
delle A è tUniicanfnfe ze o perchè gli elementi 
di una colonna sono le meìesime combinazioni 
linean di quelli delle colonne paralleit. 

Questi due teoremi danno due tipi di relizi ni 
fra 1 detei minanti ottenuti permutanlo in tutti i 
moli possibili gli elementi di una linea m un de 
terminante dato 

Ma poasiano ti ovai e dei tipi li relazioni li 
foima più geneiale. Consideriamo la mati ice delle 
prime n — 2 colonne- Sieno poi " a' a" tre colonne 
che si ricavano dalla n ~ 1"'" permutando gli ele- 
menti in tre maniere diverse, e sieno P p' p" tre 
colonne ricavate dalla n'"" permutando gli elementi 
in tre altre maniere diverse. 

Indicando con &-af, il determinante ottenuto riu- 
nendo alle prime n ~ 2 colonne tisse le colonne 
a , p, si ha la relazione nota (v, ì; HO), 

'■ Agf! A,.,? At,fr I 

ifl',-; a«'^' à^r i — 
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166 § 33. — Determ. di Vandermonde. 

che rappresenta una reiazione fra i determinanti 
ottenuti da un dato scivmbiaudo fra loro (^li ele- 
menti di una colonna, e fra loro gH elementi di 
un'altra colonna. 

Si potrebbero così ricavare altre relazioni fra i 
determinanti ottenuti scambiando gli elementi di 
tre colonne. Da siffatte relazioni come caso par- 
ticolare si ricava la relazione di grado m + 1 fra 
i \pjj avanti ottenuta. Non ci fermeremo sui det- 
tag:li di tali considerazioni. V. Pascal, Bendi- 
eonfi Istituto Lombardo. 1896. 



; 83. — Calcolo di determin.4.nti ed elementi 
SPECIALI. Deteeminante dt Yascebmonde o 
DI Oauchy e sua oekeealizzazione. 

OonHÌd<irÌfiino Ìl dotorniiiiiiiito 



Evidentemeute esso sviluppato dà luogo ad una 
espressione razionale intera nelle a. Per cu ~- aj 
esso acquista due linee identiche, e iniindi si an- 
nulla; dunque è divisibile per o ; — »j. Potendo 
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§ 33. — Detertn. di Vandermonde. 167 

i,y variare ciascuno iu n modi ai hanno in tutto 

n .n - \ 

X— — pOBsibili differenze per ciascuna dello 

quali è sempre divisibile il determinante. Si liu 
dunque ohe D conterrà per fattore il prodotto 



(««-1 — Oli \ 

E facile vedere che l'altro fattore non può che 
esaere una costante, perchè questo prodotto in cia- 
scuna delie ffl è di grado n — 1 ; ora lo syiluppo dei 
determinante è appunto di tal ^rado in ciascuna 
delle a. 

Per calcolare questa costante basta guardare il 
coefficiente del termine formato dagli elementi 
della diagonale principale 

«a %^ «/ . . . «,i"'"^ 

Questo termine ai ottiene dal prodotto sopra- 
scritto moltiplicando fra loro i secondi termini di 
ciascun binomio. SÌ ha allora lo stesso termine 
col coefficiente 

(_-i((/i-i)+:'i-2)+...+i ■■;— 1) ^ 

dunque 
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168 § 33, — Determ. di Vandermonde. 

imliciindo col simbolo ri il prodotto di tutte le 
differenze fra le « e intendendo ohe sia sempre 
i</. 

8e le a si suppongono radici di un' equazione 
algebrica di grado «, il D è la radice quadrata 
del cosiddetto discriminante dell'equazione- Esso 
si suol chiamare ancora il deteì'minante delle ra- 
dici di un'equazione- Si suol chiamare anche de- 
terjìiinante di Cauchi/, il quale ultimo autore lo 
coneiderò in generale, mentre Vandermonde io 
avea studiato in im caso speciale, Tedi anche Ja- 
coEi, Creile, Yol. XXII, p. 380. 

l'ormiamo il quadrato del determinante di Yan- 
dei'inonde. Indicando in generale con % la somma 
delie potenze simiSi delle «, cioè 

Sij = «i" r «;* -I . . . -|- fd, ^' , 

si liii clic tal quadmto è eguale a 



ai ha cioè un determinante di Hankel ( v. § 19). 

Si può studiare un determinante piìi genei'ale di 
quello di Vandermondo nella seguente maniera. 

Nel determinante studiato le suoceBsive linee 
hanno per elementi le potenze successive di n 
quantità «| «2 ■ ■ ■<^"- 

Formiamo invece un determinante in cui gli ele- 
menti delie succe'iSiM.' linee ^ono poton>;e qiialiin- 
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§ 53. — Deteìtn. di Vandermonde- 



que di n quantità. Un siifatto determinante i 



a/" «a''- . , . an''" 

Non ei pare opportuno di eatrare minutamente 
nello stadio di questi determinanti; ci limiteremo 
ad alcuni casi speciali; vogliamo solo notare che 
essi si esprimono mediante le cosidette funzioni 
omogenee complete di grado r delle n quantità 
a, ... On le quali sono le funzioni ottenute svilup- 
pando la potenza r""* della somma di qneate quan- 
tità, e sostituendo l'unità ai coefficienti numerici 
clic compariscono in questo sviluppo (queste fun- 
zioni furono chiamate funzioni aleph da Wronski 
che ne fece uno studio). 

Per la letteratura su questo problema si può 
vedere : 

BoECHianT, Beri. Monatsh. 1859, p. 378. Creile. 
Voi. LVII, p. 112; Abh. der Beri. Akad. (1860\ 

TwiJDi, Intorno ad un determinante più geìie- 
rale di quello delle radici di un'equazione ecc. 
Giorn. di Batt. Voi. II, p- 152-180 (1864;. 

Steen, Ueber einen Satz atis der Betenniìiaii- 
teiitheorie. Creile. Voi LXVI, p. 385. 

Rubini, Stt talune forinole relative a determi- 
nanti. Oiorn. di Batt. Voi. IV, p 187 (1866). 

Naegelsbach, Ueber eìne Classe symmetrtschen 
Fiinctionen. Zweibriicken, 1871; Progr, dea. K. 
Gymu. 
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Ì7D § 33. — Determ. di Vandermonde. 

Nab&elsbach, Archiv. der math. u. Pkys. Vo- 
lume LIX, p. 149. 

FiOKK, Dimostrazione di una trasformazione di- 
deleì'mlnanti. G-iorn. di Batt. Yol. X, pagina 170 
(1872). 

Q-ABBiERi, Nuovo teorema algebrico e sua syn- 
ciale applicazione, ad una marnerà di studiare li- 
curve razionali, aiorn. di Batt. Voi. XVI (1878). 

CaocoHi, Sopra le funzioni Aleph e il determi- 
nante di Cauchy. G-ìoro. di Batt. Voi. XVII, pa- 
gina 218 (1879 . 

Del Re, Relazione fra due determinanti. Giorn. 
di Batt. Voi. XIX, p. 116 (1881). 

Besso, Accad. dei Lincei (1882-83). 

Mascolongo, Generalizzazione di un teorema 
sui determinanti. Gioru. di Batt. Voi. XXV, pa- 
gina 298 (1887'. 

Angi.in, Théorhnes sur les délerminants. Bu!- 
letin de la Soc. math. de Franco. Voi. XV, pa- 
gina 120 (1887). 

LoEiA, Mota su una classe di determinanti. 
Giorn. di Batt. Voi. XXVI, p. 329 1888). 

Gli ultimi due autori ritrovano come nuovi ri- 
sultati già trovati dagli altri. 

11 BoBOHAflDT, Stekn cit.) 6 filtri si occupano 
di un'altra specie di generalizzazione del deter- 
minante di Cauchy. 

Posaono poi anche vedersi i trattati di Gììnthee 
2.^ édit., 1877), p. 69, di Baltzeh, ecc. 

Prima di tutto è chiaro ohe il determinante piti 
generale aopra indicato è divisibile per il prodotto 
delle differenze di tutte le a fra loro; quindi ne 
concludiamo che è diviaibilc per il determinante D 
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,§ 33. — Generali^, del det. di Vandermònde. 171 

(U Vandermònde. Consideriamo il caso speciale 
che dal determinante di Tan<Iermonde ei tolga una 
linea (quella colle potenze r'"'^ delle «), e ¥Ì si 
eostituisca la linea colie potenze n"" delle a. 
Si abbia cioè il detenninante 




K evidonto clm deve essere Jì < 



lì=ì>.Q 

dove Q deve essere una funzione iniera negli 
elementi. 

Indicando con e, e.. . . . Cit le funzioni aiinmetnclie 
elementari delle n quantità a, cioè i coefficienti 
coi segni alternati dell'equazione ohe ha per ra- 
dici le a, è chiaro che deve essere identicamente 

ffi"- Ci «i"-'-l-f-j %"---■ ■ ■+ (-l)"c« = 

a.," — e, ffj""^ ■!■ Cj '/g"~- —...■!- ( — I }" Ci, = 
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172 § 34. — Determ- con coeff. bìnom. 

e quiniii sostituendo i valori di a," a," ■ • . a»" che 
si ricavano di qui nel deteraiinaiite S, si ha uu 
determinante in cui gli elementi della r'"" linea 
Bono poliuomii, e che quiudi sì scinde nella somma 
di tanti determinanti ad elementi monomii. Tali 
determinanti sono tutti, meno uno, zero, perchè 
contengono due linee parallele identiche; noD è 
zero invece il determinante in cui compariscono 
le j""* potenze dello <i. 
Si ha allora 

Il quoziente di 11 per D b. dunque d-.,- cioè la 
somma dei prodotti delle a prese ad jì - r ad 



§ 'M. ■ - Dl!TElll[IXANTJ FORMATI COI COEl'F'ICir';^!'! 
BIXOMIALT. DeTRRMIKANTI-] DI ZeIPEL. 



Vj facile vedere che il determinante 
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^ 34. ■- Determinante di Zeipd. 17:! 



Infatti togliendo da ciasoaQa colonna la prece- 
dente si ha un determinante della medesima for- 
ma, ma di ordine inferioi'o. Dunque questo deter- 
minante sarà eguale all'analogo ma di 2," ordine. 



il quale è eguale ad 1. 



Anche a ± 1 è eguale il determinante formato 
nella seguente maniera coi coefHeicnti bìnomiaii 



Questo è un determinante della specie di qnelii 
considerati da Hankel, e il suo Yalore ai può tro- 
vare coi teoremi c!ie a suo tempo abbiamo svi- 
luppati. 

Il determinante di Zeipbl iOm TJeterminan- 
ter, ecc. Lunds Univ. Ars-8krift for ar 18fi5; 
vedi anche Guntubk, Determ., 2.' ediz. p. 80), è 
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174 § 'ìi. — Determinante di Zeìpd. 
formato nella aeguente maniera 



«-)... 


i^J) 


p J ■ ■ ■ 





Oaserviaino che j?H elementi della prima iinea 
hanno per fattore comune m, e gli elementi della 

prima colonna hanao per fatiore comune 

P 
Messi in vista questi fattori, il primo elemento 

liiToiita allora _ i |. Oosì possono porsi in vi- 
sta analoghi fattori comuni agli elomenti dello 
altre linee, e delle altre colonne. 
Si ha allora 



.1 s' -■ 1 !-\p*r-ll, 

e il secondo fattore è un determinante che ha 
esattamente la stessa forma di quello da cui si è 
partiti salvo che ò mutato m iu m — 1, e p in 
2J — 1, Continuando collo atoBBO procedimento e 
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§ 5i. - Determinante di Zc'qìd. 175 



i-vaiido che 






m . m -1- ì . . .m-'r r 

p .p -- ì...p ^ r 






a infine 






iriurur') 




!). 


[f-tDi't:!']" 




' 


j.»^-pj 


(»■-) 






('"-„"+']■■• 


-7 + 1 





Ora quest'ultimo determinante lo abbiamo sopra 
considerato e abbiamo visto che è eguale ad 1 ; 
dunque i resta espresso solo mediante la Bopra- 
ecritta eapressioiie coi coefficienti biuomiali. 

Su determinanti formati coi coefficienti binomiali, 
oltre i lavori citati, ai può vedere 

Janni, Nota sullo sviluppo dì un determinante- 
(Opuscolo separato.) 

Steen, Creile, Voi. LXVl, pag. 287-288 (1865). 

CALDAJtBEA, Sii talune proprietà dei determi- 
nanti, in ispede di quelli a matrici composte colla 
serie dei mtmeri figurati. &iorn. di Batt. Vo- 
lume IX, pag. 223 il871). 

BoNOLis, Sviluppi di alcuni determinanti. Gioru. 
di Batt. Voi. XY, pag. 113 (1877). 
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176 § S.5. - Numeri di BermiiUi e di Eìiìero. 



Lo STGim (oitJ troTa, fra le altre, la fovmok 



_ D 



IT) 


1 

(?) 


■ (?) 


M 


ix.\ 


{Xn\ 


(al 


W 


■ U) 


\:h][:i,\ 


■ ■(„-!) 



dove Z* è il 
quantità a;, x^ 



di Cauchy formato eolle 
x„ (t. § 33.) 



; Od. -— NoMi'.rii di Bernoulli e di Eulee 

ESP.RESSI PER DETERMINANTI. 



Per niezzo dei determinanti fonnati coi coeffi- 
cienti binomiali si possono esprimere i cosiddetti 
numeri di Bernoulli e di EtUero. 

Poniamo 



iga: 



r ''""(2^-1"! 



L numeri 
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§ 35. — Numeri di BernouUi e di Eulero. 177 

ed 

si chiamano ria petti vani ente i niiinen Bernoidllani 
ed Euleriani. 

Gfiovaiidosi delie formule di ricorrenza esistenti 
fra ta!i numeri, ai può troTiire l'espressione di eaai 
mediante determinanti. 

Si trova 

1 ... 1 
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178 § 35. — Numeri di Bernoulli e di Eulero. 



Vedi su questo argomento 

ScaBUiì:, Mathematische Abhandliingen. Berlin, 
1825. 

ScHLOMiLCH, Grilnert's Archiv. Vo!.XVT(1850), 
pa}^. 411. 

Staudt, De ììumerìs BernouUianis. Erlanger, 
1845. 

Nabgelsb.ì-CH, Zw independent Darsteltung der 
BernouUi'schen Zahlen. Zeitech. f- Math. u, Phva. 
Voi. SIX, pag. 227. 

LucAS, Annali di matematica. Serie II, t. Vili, 
pag. 61. 

0ÌÌNTHEB, Determ. 2." ediz. Eriangeu, 1877, pa- 
gina 101 e seg. 

S.4lALSchùtz, Vorlesmiffen iiher die Bern. Zah- 
len. Berlin. Springer, 1893. 

Haussnbr, Zur Theorie der BernouUi'schen und 
Eulei''achen Zahlen. Nachrichten v. d. K. Gee. 
Giittlngen, 1893, pa^^. 777. 

Hausskee, Ind^endente Darstellung der Ber- 
nouUi'schen und Euler'schen Zahlen durch De- 
terminanten. Zeitach. f. Math. und Phys ([894S 
pag. 183. 

Vedi anche Cesàeo, Analisi algeh. 1804, p, 481 
e seguenti. 

Degli etessi coefficienti si può dare un'espressione 
mediante determinanti formati coi fattoriali, come 
noteremo nel paragrafo seguente. 
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§ 3(i- — Determ. fortn. con fattoriali, l'i 



S 06. - I)tiTi.;u\iix.vNTr in(iii>i.vTr 001 fattoiìiai.i. 
Il deteraiinantf: 

,\ I ... 



1 l 



,1 ' ■■■» 



111 1 

til u - 1 ! w - 2 ! ■ " ■ I ! 



ha la espressione Bemplicissiiiiiv 



Si può veliero su questo: 

D'OvjiJ[o, Due teoremi di deteriiunanti. Gion 
di Batt. Voi. i, piif?. 185 ;1863;. 

Così anche 
M ...Ho ! 

: i I! ...u, ': 



, 1 n,n.n- \.n.n-l.ii -2...ih, 
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' 36. ■ 



Determ. form. con faUoriali. 



intendendo con A" ti^ la differenza di ordine n 
delle w + 1 quantità, j(o"i ■■■""- (^- Janni, Al- 
gebra. Napoli, 1876, pag. 23.) 

Mediante determinanti formati coi fattoriali si 
può dare una rapproaentazione dei numeri di Eer- 
nouUi e di Eulero di cui abbiamo discorso a! pa- 
ragrafo precedente. 8Ì ha 



1 



1 



1 







. 



■ 2! 

..ùl 



-B2,„ = (-1,"+'(2™)!' 



, 2m+l!2m!2Hi - V."'2i 

V. Glaishilii, ExpressioHS for Laplace's Coef- 
ficients, Ber-iioullian and Etilerian Numhers eie. 
as determ. Messenger of Math., 187(5, 



y Google 



§ 37. ~ Determ. fon», volle radici di 1. 18L 



^ IÌ7. — Deterjiinanti 

I^UlìMATl COLLE RADICI DliLtj' UNITÀ, 

Si abbia un circolante formato colle radici n 
dell'unità {n numero primo). 9ia « una radice n' 
dell'unità e r una cosiddetta radico primitiva d 
numero n; allora 



sono tutte le n diverse radici doU'unitìl. 
Foriiiiaiiio il determinante: 



Tal determinante è stato studiato da Stbek, 
Einige Bemerhungen uber cine Determ. Creile. 
Voi. LXXm, pag. 378 e seguenti (1871). 

Posto 



il valore del determinante .1 si trovi 
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§ 37. — De/erm. fwm. colle radici ili L 



(( = 4 », 



X 



Cor.aiderianio ora determinaiiti l'ormati eoii tutti 
elementi 1. e ~ 1. 
Il seguente 

1 —1 ... -1 -M -i- 1 ... : 



-1 



. . +1 +1 +1 . 



- l 



+ 1 -1 



;-i 



è un oireolante iu cui p< ^ elementi (iella prima 

linea sono eguali a — 1 , e gli altri n — p sono 
eguali a i- 1- 

Esso fii studiato da Catalan, BiiUettn de l'Acad. 
de Belgiqiie. T. XIIT, 2.° partie, p. 534, ed il suo 
valore è 



(-1)" 



'(«-2,). 



Supponiamo ]i=\ e si ha il determinante i,po- 
nendo l'ultima lìnea a secondo posto, l'antlpcnul- 
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§ 37. — Determ. forni, colle radici di l. !S3 
tiraa (i terzo posto, ecc.). 

I - 1 + 1 ...-+■ 1 



in cui tutti ffli elementi sono eguali ad 1 meno 
quelli della diagonale principale che sono eguali 
a —l. 

Iq una nota di E'oukkt questo determinante è 
chiamato Cu {Sur une mode de transformatìon 
des determìnants. Bull, de la Societe math. To- 
lunie XIV, p- 146; Semarqiie sur certaìns deter- 
mìnants numériques. Bull. ecc. Voi. XV, p. 146 , 
ed è studiato dopo due altri chiamati riapettiva- 
inente A», B„. 



1 1 
■10 1. 

Jn -Mi 1 ■ 



■ 1 ! 
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184 § 37. — Determ. form. colle radici di 1. 

I! primo ha tutti ^11 elementi eguali ad 1 salvo 
gli ultimi n — 1 della diagonale principale ohe 
sono eguali a zero, e il secondo ha tutti gli elementi 
eguali ad 1, meno tutti quelli della diaconale prin- 
cipale eguali a zero. 

In^,) sottraendo dalla prima colonna la seconda 
si ha 

A„ = - An-\ 

donde collo stesso processo si lia infine 

A,-;-i)«-i. 

Nel secondo af^-giuugcndo lo altre n — \ colonne 
alla prima si ha 



j5„=(n-l)(-l)"-]. 

E Analmente in Ci aggiungendo a tutte lo al- 
tre colonne la prima si ha 



€-„--={- l)"-'2"-i("-2). 

Il determinante C» può adoperarsi per dimo- 
strare, come ha fatto Foueet, una elegante trasfor- 
mazione di un determinante. 

Si abbia un determinante di ordine m ^ n. 

Scegliamo n colonne, e d.agli elementi di ciascuna 
di. esse sottragghiamo gli elementi corrispondenti 
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§ 37. — Determ. form. colle radici di 1. 185 

delle altre. Il nuovo determinante che si viene a 
formare è eguale al primitivo moltiplicato per 
— {m-2)2«->. 

In effetti il nuovo determinante si può conside- 
rare come il prodotto del dato per {- 1}" Cn quando 
a questo si aggiungano convenientemente linee e 
colonne in modo da ridurlo all'ordine m, cioè quando 
si ponga 



- 1 . 



. 



10.. 
1.. 



, 



. 



. 1 



rosta al- 



Conosoendo il valore di Cu il 
lora dimostrato. 

Insieme a questi determinanti si possono consi- 
derare questi altri proposti da Eobbbts (v. Per- 

""'*'" "">; TOBELI,!, 



BABÀ, Giorj». (?i Bait. Voi. IT, 
Idem, p. 191; Smet-Jamae, No\ 
T. m, p. 395.) 



. Ann. Serie II. 



y Google 



186 § 31. — Lderm. form. colle radici di 1. 



che BÌ riducono al Cu precedente quando le « sono 
tutte estuali a — 1 . 
Il Yalore dì questo determinante è 



("1- 



-1) . . 
«J, - 1) . 



(«» - 1; 



1) 



dove iii^.-.in—'i sono, in tutti i modi possibili, 
n — 1 indici scelti fra 1,2,... n. 

Se in luogo degli elementi 1 si pongono elementi 
eguali ad x, si ha un determinante ancora piìi 
generale considerato da Tobeslli (Ioo. oit.), 'v. an- 
che OesIro, Analisi, p, 16. 

Un determinante ancora pili generale è il se- 
guente: (Sardi, G-iorn. di Baìt. Voi. TI, p, 357; 
vedi anche Capei. li- Gabbie ei, Algebra, p, 326.) 



jl cui valore è 

(>, »■,'(">-■.■.) •■ . ■:';.-i.) + 

1--». (.(,-»,)(»,. -.^(,) . . . (.;.-,-» 
8e le 3j y^ . . . i„ sono della forma 

'•Ci -\-[x — A) , A — Xi -^ x^ ^ . . . + 3. 
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§ 38. — Polmomio espresso per detenn. 187 
sì Ila allora per risultato 

(Vedi LuuAS, Sur une formule d'aiia(i/se, nei 
Ooraptes-ltendus, 1870, pag- 1167.) 



§ 38. — Un l'OLiNOMio intero in x 

ESPRESSO SOTTO li'OUMA HI DETEEMINASTE. 

È facile mostrare clie il (1 etermi iiau te 



0. 
rappresenta il polinomio 



. . . +ffl„. 



V. Gììnthbb, Ueber aufste-igende Kettenbrucke. 
Zeits. f. Math. u. Phys. Voi. XXI, pag. 187; De- 
tenn., pag. 204. 

Laisant, Sur un détenninant remar quable. 
iBall. de la Soeiété math. Voi. XVII, pag. 104 
(1889.). 

In effetti sviluppando quel determinante secondo 
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. — Polinomio espresso per determ. 



gli eiementi della prima colonna ei ha 







-1 X 



dove il secondo determinante è della stessa forma 
di quello da cni ei è partiti, ma è di ordine mi- 
nore. Cosi eontinuundo resta dimostrato l'assunto. 

Allo stesso risuUato, anche più facilmente, ai 
{giunge sviluppando il determinante secondo gli 
elementi della prima linea. 

Se in luoffO degli elementi — 1 si pongono ele- 
menti — ^ si ha una forma binaria in a^ e y. 

Un determinante di questa forma è quello con- 
siderato da Mansion {Deter. p. 19.) 

!1 1 1...1 0...0 ' 



110. 



.00. 

.00, 



. 
. 



I . 



.00. 



1 1 ; 



■ Tal determinante sì ottiene dal precedente po- 
nendo .t;= — I, moltiplicandolo per (— ])"-i, e 
ponendo alcune delle prime a eguali ad 1 e le 
altre eguali a zero. 

Si trova allora che il valore di tal determinante 
zero ovvero 1, perchè è 



1 . 



^ 1," H- 1 (- 1)" - 
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.§ 39, — Potenze simili delle radici- 



Di un determinante di forma assai simile, ma 
più generale, si occupa Eschbrich {BesHmmung 
einer Determinaiìte. Monatah. Ili, p. 19, 1892.) 

In luogo degli w nella diagonale principale po- 
niamo ordinatamente x^x^- ■• x», e in luogo dei 
— 1 poniamo ordinatamente — yi, — y^, ... — yn, 
e si ha allora il determinante considerato da 

ESCHERICH : 



' . . . fl'„ I 

Questo determinante è egii«le a 

«fl «1 . . . Xii ■ |- f(, ih 'Xi-. ■ -r,, -[ fi-2 y i ì/i ,T.i ... a-), -j- ... 

S 39. -- Lk potenze siAiiT.r dkllk iiADior 

SOTTO FORSi.V DI .DETERMINANTI. 

Abbiasi l'equazione 

(70 35" + rti a:"-' i . . . -1- fl,( = 0; 

si sa che cMamaudo s, Sj . . . Sm m ^ ii le somme 
delle potenze simili delle radici di quell'equazione, 
sussistono Se relazioni (.dette di Newton) 
flo sj - «1 ■= 
«0 Sa + tìi Si — 2 Ola == 
«0 Sa + «i Sa -\- da Si ~ 3 Oa = 0. 
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.90 § 39. — Potenze simili delle radici. 
Consideriamo ora ìl determinante 
1-',, ... - - a, 



-{m — 1) a»! 



Se moltiplichiamo la prima colonna per s,, la 
seconda per Sa, . . . i'(m— !)'"" per s,n— i e som- 
miamo alla colonna W"", i primi wi — 1 elementi 
di questa, per effetto della formola di Newton, di- 
ventano zero e l'nltimo elemento diventa — Oq Sm ; 
io sviluppo del determinante allora ei riduce al 
prodotto deg-li elementi principali, perchè sono 
zero tutti gli elementi da una stessa parte della 
diagonale principale ; ai ha cosi per valore di quel 
determinante 



e, a meno del fattore «„'" si ha quindi sotto forma 
di determinante, la somma Sm delle m"'^ potenze 
delle n radici dell'equazione (m^n). 

Per qualche considerazione sn determinanti di 
questa forma si può vedere 

Vito Eusebio, Oonsiderasioiii intorno a taluni 
determinanti particolari. Gtiorn. di Batt. Volume 
Vlir, pag 285 (18T0). 

G-ììntheb, Detevm., pag. 110. 
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§ 40. — Detefminante di Doslor. 191 

Janni, Sopra una formala di Warinff- Aecad, 
di Napoli, 1878. 

G-ABBumi, BoUettiiio di sciense mat. Voi. Xf, 
1878. 



S 40. — OK'rfiRMlNAN'J'I 
INDIPENDENTI IJAI VALOIII DI CEE'IT ELEMENTI. 



È notevole il seguente determinante oonaiderato 
da DosTOE, {Archiv. d. Math. Voi. 56, p. 239.) 



dove ^\i elementi dellii prima linea aorio tutti 
ej^uaii ad », e così quelli della diagonale principale. 

Gli elementi al disotto dì questa sono tutti — «, 
e gli altri elementi 033 .. . a^n . . ■ a^n . . . sono qua- 
lunque. Il determinante è indipendente dal valore 
dì questi elementi; infatti ai può mostrare che il 
complemento di uno qualunque di questi elementi 
è zero. 

11 valore del determinante può allora calcolarsi 
ponendo eguali a zero tutti gli altri elementi 
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192 § 41. — Deferm. delle funzioni fratte. 



- DliTRRMINANTI DEI, LE FUNZIONI PU 



Si chiamano determinanti delle funzioni fratte 
quelli (Iella seguente forma 



fl, 1 





. . 


rt; «1 1 





. . 


C-i ih e, 


l 


. . 


a,, a„-i a„- 


2 ff;,-3 


. . ffl 



e si chiamano cosi perchè ai può subito far vedere 
ohe con essi si possono espiimere i eoelficionti 
(Ielle funzioni frazionarie. 

Sviluppando quoi determinanti seeoiulo gli ele- 
menti della prima colonna si ha subito ia se- 
guente formola di ricorrenza. 

A = a, A„--i - n.,A„ 2 + a,A„-z- -.. ± (h, . 

Formiamo ora 
a » -=^ 1 + «1 X I- «a ■^" H- "■; x^ . . . 



dove le A hanjio la foi'uia dei detcrmi: 
scritti. 
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.§ 42. — Determinante di Smith. 193 

In effetti moltiplicando a [x) per A {x) si ha 

ed essendo, por la formola di rieorreiiza, tutti zero 
i coefficienti del secondo membro, ai ha sempli- 
cemente 

^Wa(,T) = l 

il che dimostra l'assunto. 

Per queste e altre considerazioni analoghe si 
l>aò vedere Dietrich. (Ueber den Zummmenhang 
t/eii'isser Determinanten mtt Bruchfimctionen ; 
Creile. Voi. LXIX, p. 190.) 



NiHTE DI Smith. 



Consideriamo il sef^nente determinante detto di 
Smith : 



si intonde il massimo commi divisore dei due nu- 
meri interi, /, j. 

Nella teoria dei numeri si indica col simbolo 
9 («) il numero dei numeri inferiori ad n e primi 
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194 § 42. — Determinante di Smith- 



con M, e SI sa e 



quando il soiiimatorio ai estenfie a tutti i numeri 
in divisori di ?*, è n, cioè 

- 's (m) = n. 

Quindi il massimo comuu divisore {i,j fra due 
nnmeri i, j si può mettere eotto la fonna di un 
sommatorio di tanti <? (m) esteso a tutti gli m che 
sono divisori comuni dei due numeri «, ,/. Cioè 
poaaiamo scrivere 
(t,y, = oii«j-i?(l.) + a(2t«j-3f (2) + ... + ainaj»-ì{n) 

dove mk, ajh sono l' unità o zero secondochè k è 
o no un divisore di * o j. Quindi «a- ajh sono zero, 
se 4>i ovvero k>j. 

In tal maniera il determinante delle mie è della 
forma 



110 0. 


. 1 


j 1 1 . 


.0 


10 1. 


■ \ 



il cui valore è 1 perchè sono zero tutti gli elementi 
da nna stessa parte della diagonale principale. 

Il determinante dato potendosi allora considerare 
come il prodotto di 
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§ 43. — Deiermmanti di dìfj 



I «ufi') «ia?;2i . 



j eguale ad 1 il iirimo determinante, ed 
eguale a 1 . 9 (1) * (2) ... 'f (h) il secondo, si ha 
infine che il determinante di Smith è eguale a 
?C1)¥(2). ..?(«). 

Sopra siffatti determinanti esistono lavori di 
Smith, (Proe. of London Math. Soc. Voi. VII, 
j). 208, 1876); Mamsion, Catalan, Lbpaigb negli 
Annales de la Soc. de Britxelles e nella Nouv. 
Oorr. math. Si possono poi vedere i lavori di 

Maksion, Sur la ihéorie des nombres. Gand, 

1.878, § m. 

Cesàro, Determinanti in aritmetica. i,G-iorn. di 
Batt. Voi. XXin, pag. 182 (1885.) 

Cesàbo, Oonsidérations noumlles stir les déter- 
minants de Smith. Ann. de l'Ecole iiorm. S.'" sè- 
rie. T. II, pag. 425 (1885). 



?; 43. — J)ETeRMINANTI DI DIFi'. 

Si abbia una serie di quantità 



Si formino le prime differenze 

\W ij(i) Ajdì . . . A„(i) 



y Google 



196 § 44- - Detenn. circolanti particolari. 



poi le seconde e oos 

a, (3) AJ31 



di seguito 

AJ3) , . 



A,. <^' 



i,l»-l) i„(' 



) i,("- 



. i„("-l) 



e supponiamo che queste ultime aieno costanti, 
eguali a C. SÌ formi il determinante colle prime n 
colonne e n linee di questo quadro. Un tal deter- 
minante è eguale alla potenza «""* della costante 
C. (T. Raimondi, Giorn. di Bait. Voi. XXVI, 
p. 185.) 

A proposito dei determinanti di diiferenze ri- 
coidiamo che ibbiamo avuto occasione di trattarne 
a proposito lei cosiddetti determinanti di Hankel, 
1 quali hanno appunto la protinetl di potersi rap- 
presentare come deteiminauti di diffeienze [v. § 
19), ma m maniera diversa ia luella qui consi- 
derati 



- .DBTERMmANXr CIECOLANTI PARTI COL ARI. 



È utile ricordare anche il valore del sej^uente 
determinante circolante 



p + ^t. 




. . p + nq 
P -■- 9 


!. + »«, 


r + 9 . ■ 


. . p + ln-Dq 
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§ 45. — Continuanti. 



Tal Talora è 
n.n—l 



2 ) 



p = 0, 9-1 



' 1 2 S! . 
2 3 4. 



w 1 2 . . . m - 1 , 



Per questi deteriniuanti si può vedere 
Cremona, Nouv. Ann., 1." serie, T. XIX, pa- 
gina 153. 

Lemonniee, Bull, de la Soc. math. Voi. VII, 
pag. 175. 



S 45. — DiiTERllIN.lNTI DELLE FRAUXONl CONTINUE, 

Continuanti. 



Un lieterminante della forma 




— 1 


<h 


1 . . 


. 





- 1 


«a ■ ■ 


. 








. . 


. ch, 
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198 § ^- — Continuanti. 

in cui sono zero tutti gli elementi, meno quelli 
della diaffonale priccipale che sono eguali a quan- 
tità arbitrarie, e quelli compresi nelle due parallele 
prossime da una parte e dall'altra della diagonale 
principale che sono ria petti vamenti eguali a -|- 1 
Q a — 1, si chiama un continuante (Sylvester). 

Si può poi anche considerare un continuante 
più generale dove in luogo p. es. degli elementi 
— lo degli elementi l, ai pongono delle quan- 
tità hi ...bii-i arbitrarie. 

Sviluppando quel determinante secondo i pro- 
dotti dei minori contenuti nelle ultimo m linee 
si ha: 

C„ = Cn, C'„-m + G,„ -, G'»-,n-\ 

dove con C',' si indica il continuante in cui gli 
elementi principali sono »)-+] ...«jh. 

Di qui per m^n— 1 abbiamo una formola di 
rieorreuza cui soddisfanno i continuanti, cioè 

Cn = anCn-l + 0n~'2. 

Vogliamo calcolare il numero dei termini che 
contiene un continuaute generale- 

È facile prima di tntto dimostrare che lo svi- 
luppo del continuante di ordine pari si riduce alla 
somma dell' unità e di una serie di termini ognuno 
formato col prodotto di un certo numero pari 
delle a e col coeiBciente 1, e se n è dispari lo 
stesso sviluppo si riduce alla somma di prodotti 
di iiu numero dispari delle a. Infatti se questa 
legge si conserva sino ai continuanti di ordine 
n — 1, sarà vera anche per quelli di ordine « 
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ì 45. 



■ Continuanti. 



come si vede dalia formola di ricorrenza sopra 
stabilita; ora per n = 'd si ha appunto 

e per jì = 2 si ha C,^ ^^ a\ u-i + 1 ; quindi la legge 
sarà vera sempre. 

J)i qui si ricava che, ee in luogo doUe a ponia- 
mo 1, ogni termine diventa l'unità positiva, e 
quindi otteniamo un numero intero che rappresenta 
il numero del termini del continuante ^ 
Questo numero è dunque rappresentato dal ( 
minante 



1 


10.. 






{) 


-11.. 








0.. 


1 



La formola di 
nante dà 



rieorreuza per questo determi- 



I numeri ch formano dunque una Buccessiono di 
numeri interi di cui ognuno è eguale alla somma 
dei due precedenti. Questa successione si suol 
chiamare la serie di Fibonacci. 

Ora è facile yerificare che in generuh; 



+ 



+ 
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§ 45. — Continuanti. 



- se 11 e pan, ovvero 



"-"-^ 


■ se M è 


dispari. 










In effetti se 


qutìsta 


legge si 


00 


nsi 


)r,a 


Bino a 


n - l, cioè ae 














c„-i = (" - 


.j,(..- 


rV!" 


2 


'1 


+ . 




..-2=(%' 


'■hf 


rV(" 


' 2 


1 






osservando che 














(?! 


+(i- 


' l'I ~ l™ 


Zt 


'i 






(i facile rioODOscere eh 


e anche 


per 


e 


« si 


eonser- 



vera la stessa lej^ge di formazione. 

I determinanti di questo § si chiamano conti- 
nuanti perchè haano relazione collo frazioni conti- 
nue. In effetti è facile riconoscere che 

«, 1 
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§ 45. — Continuanti. 
i cosi in generale la frazione continua 



è eguale al quoziente di due continuanti, uno co- 
gli elementi principali rti ... «« e l'altro, al deno- 
minatore cogli elementi principali a^ ... a». 

Allo stesso risultato sì giunge se iuTece di con- 
siderare la frazioni continue sopra indicate ai 
conaideratLO (luelle più generali 

«1+ -■ , h 



Questa fraziono continua è 
dei due determinanti 

1 w, h, {) ... 


eguale al quoziente 




— 1 


(Ti, &, . . . 









- 1 ft, . . . 


di ordine n 







... a,, 




' 1 


C(a 


?-3 . . . : 




1 - 


1 


«S ^4 ... ' 






- 


- 1 «4 ... 


di ordina h — L 
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202 § 4.5. - ConiinumU. 

Il secondo è il complemeuto dell'elemento «, 
nel primo- 

Questi determinanti sono dei continuanti più 
i^'enerftli di quelli avanti considerati, e si può fa- 
cilmente riconoscere che soddisfanno a proprietà 
analoghe, P, es. sviluppando il primo di essi ohe 
chiameremo An secondo gli elementi dell'ultima 
orizzontale si ha 

An^-anAn-l-'-hnAn-l 

t'orinola di ricorrenza simile a quella eopra trattata. 
In un paragrafo precedente abbiamo visto come 
la somma delle potenze simili delle radici di 
un'equazione si può mettere sotto forma di deter- 
minante (v. i; 39). Se l'equazione data è 
a„x" -f ((, x"-i + . . . + «,.--0 
8Ì ha propriamente 

«1 rt„ ... I 

' 2 (Vi, (7, «0 - . - i 

{-1)"',^.,= 

ma,H o,„--i cim-ì . , . Oi ! 
Poniamo ora in particolare 

«3 = «l =^ - . . ■— Un = 

allora n — 2 radici dell'equazione data diventano 
zero e le altre due saranno quelle di 
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La Sin diventa evidentemente solo la 
delle potenze m'"^ delle due radici di queata equa- 
zione quadratica, e resterà e 



j «1 


I . 


• 


2«, 


(., 1 . 


. . 


ì " 


<h «1 . 


. . 


\ 


. 


. 0, , 



Come si vede la s™ viene ad esprimersi allora 
mediante due continuanti di ordine w — 1, e 
m- 2. 

Si può stabilire la teoria delle frazioni continue 
prendendo il punto di partenza dalla eapreasione 
di esse mediante determinanti. Noi non ci ferme- 
remo su qiieste considerazioni e porremo solo qni 
una nota bibiiografica sull'argomento, 

I primi che si sono occupati dell'argomento 
sono stati Ramds, Sylvester ( PhU. Magazint 
t. V p. 453, VI p. 297, 1853), Spottiswoode 
{Creile Voi. LI), Heine (Orelle Voi. LVD, Thiele 
(Tidsskrift for Math., Voi. V, p. 144), e Gììntheb. 
(DarateUunff der Nakeriingswerthe von Ketten- 
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204 § 46. — Determinanti oHoffonali. 

hrùcken in independenter Form. Erlangen 1873.) 
Di qaesto ultimo autore si può vedere per altre 
notizie e indicazioni storiche il capitolo Y della 
seconda edizione della sua teoria dei Determinanti 
(Erlangen, 1877). Di Gtìnthee possono ancora ve- 
derei i lavori in Grunerifs Archiv, etc, Voi. LIV, 
p. 397; in Math. Ann. Yol. VII, p. 267, e infine 
Beitrdge sur Erfindungsgeitchicte des Kettenbriicke, 
Weissenburg, 1872. Sullo stesso argomento si può 
anche vedere Muib, Pkil. Mag. 1877, p 137, 360. 
Un determinante della specie dei continuanti 
è stato considerato ultimamente da Mollame. 
Rivista di mai., t. Ili, p. 47 (189.3). 



46. — Sui detekmìxanti di 
sostituzioni oktoaonali. 



[In determinante 



sì dice un determinante di sostituzione Oì-togonaU 
o più brevemente determinante ortogonale se sono 
soddisfatte le seguenti relazioni fra gli elementi 

aii^ + «2!^ -t- . . - -f- ani' =- 1 
auau + aziaìj +...+■ aaia„y = 0. 

La prima proprietà che risulta immediatamente 
da questa definizione è: 

Il quadrato di un determinante di sostituzione 
ortogonale è " unità positiva. B^tats. infatti eseguire 
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§ 46. — DeferminanU ortogonali. 205 



il quadrato del detertninante colla regola solita, 
e allora si trova che tutti gli elementi della dia- 
conale principale risultano eguali ad 1, e risultano 
eguali a zero tutti gli altri elementi. DÌ qui s' 
ricava che il valore di un determinante ortc 



(i sempre ± 1, 
Una seconda proprietà elementare è la seguente : 
H complemento algebrico di un elemento è e- 
ffuale all'elemento stesso moltiplicato per il deter- 
minante. 
In effetti partiamo dalle relazioni 

«Il ffli; + a-ii «s; + . . . ■■ «„[ «»i = 



ainau 4- astiali + . . . + a,maiii — 

e indicando rispettivamente con Aij il comple- 
mento algebrico di atj, moltiplichiamo queste 
equazioni rispettivamente per Aji Jya . - - jÌjì ■ . . Aja 
sommiamole. Ricordando che è zero la somma 
dei prodotti degli elementi di una linea per i 
(iompleraenti algebrici degli elementi di una linea 
parallela, ai ha (chiamando D il determinante 
dato), 

D aji = Aji 

formola che dimostra il teorema. 

Per definizione, un determinante dì sostituzione 
ortogonale è quello in cui è 1 la somma dei qua- 
drati degli elementi situati in una etessa colonna, 
ed è zero la somma dei prodotti degli elementi 
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206 § 43. — Determinanti ortogomiìi. 

situati in uua colonna per gli omologhi di una 
colonna parallela. Ora sì può mostrare che se que- 
sta proprietà si verifica relativamente alle colonne 
si verificherà anche relativamente alle linee, cioè 
che fra gli elementi sussistono anche le reiasioni 

an^ + «fii^ + . . . + ai«^ - 1 
«il aji + ai-i aji ^- . . . + a\n ajn = 0. 
Perchè, essendo in getiei'ale 
D . cuk = Aik 



U . (lik ajk ^= Aik a-jii 

) i ;^ 1, 2, . . - n, e sommando si ha 

D («il fflji + . . . + ahi ajn) — Ai\ aji + . . . Ai,i aj,, 

e il secondo membro ha Talore D ovvero zero 
aecondochè .;' = t, ovvero j è diverso da i. 

La proprietà contenuta nel secondo teorema si 
si può estendere ai minori di ordine qualunque. 

Si può mostrare che : 

Ogni minore è eguale al suo complemento al- 
gebrico moltiplicato per il determinante dato Z>. 

In effetti se moltiplichiamo per i) tutti gli ele- 
menti di un minore di ordine m, qaesto resta mol- 
tiplicato per i)*'. lutante il prodotto di ogni elemento 
per D si riduce al suo complemento algebrico, e 
quindi si ha il minore omologo ne! determinante 
reciproco al dato, il qual minore omologo, come 
si sa, è eguale al complemento algebrico del mi- 
nore dato moltiplicato per D"" ~ ^. Dalla egua- 
glianza dei due membri risulta il teorema. 
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E notevole anche quest'altro teorema: 
Il prodotto di due determinanti ortogonali è 
anche un determinante ortogonale. 
In effetti se 

: au \^A, I hij : = B 

sono i due deter minanti ortogonali dati, il loro 
prodotto sarà 

A B -'-- \ av hij + . . . + ani b„j *- 

Ora facendo la somma dei quadrati degli ele- 
menti di una linea si ha 

bij^ - au^ + . . . èiy' ^ a,ii^ + 2 hj by - ai,- a-n -\- ■ ■ ■ 



cioè a 1. 

Analogamente la somma dei prodotti degli ele- 
menti di una linea pei loro omologhi in un'altra 
si riconosce facilmente eguale a zero. Duuque 
J, . B è un determinante ortogonale. 



; 47. - Pkoelema di Caylet. 



tfello studio dei determinanti ortogouaii i 
cerca importante è la seguente: 
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lazioni ; quindi di indipendenti fra essi ne restano 
solo 

111 elio moiio possiamo costruire un determmante 
ortogonale in cui gli elementi sieno espressi tutti 

1^ 

2 

LEEO e Cattchy si occuparono per i primi di questa 
ricerca che poi è stata fatta in generale dal Cat- 

I.BY. 

Il risultato trovato dal Cayley è il seguente: 
Consideriamo un determinante gobbo di ordine 

n in cui tutti gli elementi principali sieno tutti 

eguali fra loro. 
' Esso abbia per elementi hj e sia 

: h è,3 &,3 . . ■ hn \ 
h^ b 523 .. . bin \ 



i h:iì bui bui ■ . . b 



Essendo bij ^= — bj: gli elementi fra loro diversi 
sono ili Dumero di 

■-n[n — i) -f 1. 

Indicando con Bij il complemento algebrico di 
&y, e formando gli elementi 

2 5 Bij 
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ar, x^ . 


■ . x„ 


Vi Ih • ■ 


■■" 


Xi=ÌHiZy+ . 


. . + j.i 


^Ii = hii&^ -\- . 


. . +{,■„ 
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2Se«-j3 2 Sfili , 

si può far vedere che le a sono gli elementi eli 
mi determinante ortogonale, eguale a + 1. 
Consideriamo 3 n quantità 



ponendo 



Moltiplichiamo le x riapettivamente per 

Bjl Bjì . . . Bjn 

e sommiamo tenendo presenti le relazioni esistenti 
fra le ò e le B. 

Si ha evidentemente 

BjlXi + Bj^X^ i- . . , H- BjnV>,=-B«j 

e analogamente 

Bìjyi+B%fi/2 + . ■ . -i- B»jXn = B.Z3 
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e se ai secondi membri in luogo di Bsj poniamo 

si ha 

Byj =2bBnx,+...-\-'2h'Bjj-B)Xj ^...-\-2hBj,au 
Bxj ^2bBijyi+...+ i2bBjj-B,yj r... ; 2bBnj'J» 
e introducendo le a si lia 

yj = CJi Xi-<r . . . + ajn Xn 

•sj = «ij yi + ■ . ■ + a«ì y» 

e se in questa seconda sostituiamo i valori delle y 
dati dalla prima equazione, o poi eguagliamo a 
zero i coefBeienti delle x ei ha 



«]/ + «3j^ + . . 


. V a„j^ = 1 


aii + a^ja^i + . 


. + «»j««i 



^0. 

fìesta così provato che le a sono gli elementi 
di un determinaate ortogonale; si può subito com- 
pletare la ricerca dimostrando che tal determi- 
nante è eguale a + 1. 

In effetti il determinante delle a è 

2ÒBn-B 2hBi., ... 2bBu. 

1 2bBn 2hBrr"B ... 2hB2n 



2(?B„i 2bB,tì ..- 2b lìnu - B 

Moltiplichiamo questo detonninanto per il de- 
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terminante delle è, e osaerviamo che 
Sa óji + . . . + Bii bji + . . . + Bù, bjn - 
Bn bit + . ■ ■ + Bii b + . - . + Bìh hi» ^ B 
donde moltiplicando per 2h, ed oasondo 

bji^-hij-; 
d ha: 

2 bBii hi +...+ '26 B.v - j5) bji +...+ Bin hjn=Bbij 
2 bBiibii +...+ , 2b Bii -B,b +...+ Binbin-=Bb. 

Da queste formole appare che eseguendo per li- 
nee il prodotto indicato si ha per risultato B" mol- 
tiplicato per il determinante delle h, cioè ancora 
per B, e quindi ai ha in tutto B"+^. Perciò il de- 
terminante precedente è B", e quindi il determi- 
nante delle a è esattamente -\- 1, 

In questa maniera si ha un determinante orto- 
gonale i cui elementi sono espressi razionalmente 

mediante — ^n quantità indipendenti, cioè le 

bij. La quantità b può prendersi per semplicità 
eguale ad 1. 

Per un'interessante osservazione diKRONECKEK, 
relativa a questa soluzione di Cayley, si può ve- 
dere l'ultima pagina di un lavoro di Netto, Ada 
math., Voi. IX, p. 299, 300 (188T;. 

Per M = 2 gli elementi del determinante delle 

a sono fponcndo Òia^ — ^21=^^) 

1 - À- ^ 2X 

i -;_ li 1 4- i^ 

„ _2^ 1 ~l^ 

X + )> 1 -f - X3 ■ 
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Per li = ;3 ponendo 



gli elementi a diventano 



2 —■-.} 



B h " i: 

X+,. 1 + v^--^^- 



^ ' 7/ '^ B B 

I determinatiti ortogonali si presentano special- 
mente in questioni geometriche, e propriamente 
per M = 2 si presentano nella trasformazione di 
assi coordinati rettangolari nel piano, e per n = S 
nella questione analoga dello spazio. 

Se si \uole trasfonnare un sistema di assi ret- 
tangolari in un altro anche rettangolare, lasciando 
fissa l'origine delle coordinate, i coefficienti delle 
forinole di trasformazione sono precisamente gli 
elementi di un determinante ortogonale. È sotto 
questa forma che il problema si presentò per la 
prima volta ad Eulero. 

Per la letteratura sull'argomento dei determi- 
nanti ortogonali citiamo i seguenti lavori: 

Eulero, Novi Comm. Petrop. T. XV, pag. 75, 
T. XX, pag, 217. 

Cauchy, Exercices de Math. Voi. IV, p. 140. 
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Jaoobi, Creile. Voi. XII, pag. 7, Voi. SXX, 
pag. 46. 

Oayleì-, Graie. Voi. XXXII, pag. U9. 

Brioschi, Journ. de LiouviUe. Voi. XIX, pa- 
gina 2ó3. 

Veltmann, Zeits. f. Malh. u. Phys. Voi. XVI, 
pag. 523. 

STt.VESTEE, Cambridge math. Journ. Voi, VII, 
pag. 52. 

ScHLAEFLi, Grunert's Archiv. etc. Voi. XIII, 
pag. 276; Creile. Voi. LXV, pag. 186. 

Hesse, Creile. Voi. LVII, pag. 175. 

Stieltjbs, Ada math. Voi. VT, pag. 319, 

Netto, Ada math. Voi. IX, pag. 295; Volume 
XIX, pag. 105; Creile. Voi. OVIII, pagina 144 
(1890>. 

Yoss, Ztir Theorie dey orth. Subst. 3[ath. Ann. 
Voi. Xni, pag. 320. 

Albeggiami, Gtorn. di Batt. Voi. X, p. 279. 

SiACìcr, Annali di mat. Voi. V, p. 303; Ghrn. 
di Bau. Voi. X, pag. 188. 

Igei., Monatshefte, etc. A^'ol. IH, pag. 60 e seg, 

LoaiA, .Tornai de Sciencùis math. i,CoiiTibre!. 
Voi. VII, pag. 129 (1886). 

Kkoneckee, Beri. Akad. 1890; Creile, Volume 
OVII, pag. 254. 

In quel che seguo noteremo Tari dei più impor- 
tanti teoremi trovati sui determinanti ortogonali. 
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■ Teorema di Baioscm. 



Le «,j sieuo gli eleinenti di un determiuanfce 
ortogonale 7)'= ± T) e si formi il deòerrainante 



La equazione 

f{x) = 



è una equazione reciproca la quale per n dispari 
ha per radice x = — D e nessun' altra radice 
reale, e per n pari e per Z) := — 1 ha le radici 
iP=:=t. 1 è nessun' altra radice reale. (Bbioschi, 
op. cit.) 

In effetti sviluppiamo /"(■») secondo le potente 
di X colla regola che già conosciamo (v, § 11). 1 
coefficienti di a:*' e x"'^ sono le somme dei mi- 
nori principali di ordine^ — i, e k rispettiva- 
mente. Ogni minore principale di ordine k ha per 
complemento un minore principale di ordine n — k, 
e, per un teorema sopra dimostrato, relatiro ai de- 
terminanti ortogonali, uno di essi è eguale all'al- 
tro moltiplicato per D. Dunque i coefficienti di 
x^'' e x"'^' sono eguali fra loro a meno di un fai- 
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ture 7) ( - ± 1 '. 9i ha propriamente 

Se quindi l'equazione ha per radice x, avrà an- 
che per radice — cioè l'equazione è recìproca. 
Poniamo noli' ultima relazione 
a.= - D. 

Si ha lesaeiidù anche - = - i)perchèj[)= ±1 1 

f(--r>ì = t-i-D--'f{-D). 

86 « è dispari, questa relazione non può eesere 
soddisfatta se f( — D) non è zero, cioè x=— 1) 
è radice di f (ff). 

Se n è pari & D ^ -\ questa relazione uon 
può essere soddisfatta se non ai Ycrifica I» stessa 
circostanza cioè che f(—D) Bla zero; sarà allora 
— /) = +! radice di f. E sarà allora radice di 
f anche ìb = — l perchè ponendo nella relazione 
generale di sopra. 

D=-ì e ,T = -■ 1 
si avrebbe 

/■C-l) = {-l)"-if -1). 

relazione che dà f{—l) = se js è pari. 

Bisogna or.i, dimostrare che tutte le altre radici 
non sono reali. Formiamo il prodotto f{x, f(— x;. 
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Poniamo 

s aa^ = cu 
- «a akj = ciic. 

Per le proprietà dei deteniiinauti ortogonali 
ha 

c»=l (^* = 
onde il prodotto resta espresso sotto la l'orma 
1 — x^ , (fflij— «jiltc, . . . [ahi— Cini.', te 
ia^i ~ Mia) a?, 1 - n^ ... [mn — an'ì'jX 

'Olid — «iJiìiC, (a"3-(t2n)fl7, ... ] — .-'^ 

Divideodo per »: gli demoliti di tutte le lìnee 
si ha 

f'x^f{~x)_ 



/ 1 1 



(«1,1 — «Ili), ("«2 - OSii), 



Osserviamo ohe tutti i minori principali conte- 
nuti nel determinante ohe si ricava da questo po- 
nendo zero al posto degli elementi principali, sono 
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tutti determinanti emisimmetrici, e quindi aono 
zero tutti quelli di ordine dispari, e sono quadrati 
perfetti quelli di ordine pari (v. § 16). 
Ricordando lo sviluppo di questo determinante 

secondo le poteuze di j a; - - -77 ), si vede di qui che 

un tale sviluppo verrà a contenere solo i termini 
collo potenze ?», n— 2, n --4, ecc. di quel binomio, 
i cui coefficienti sono somme di minori principali 
di ordine pari, e quindi sempre positivi perche 
somme di quadrati. 
Lo sviluppo sarà quindi del tipo 

dove A Ai, aoao numeii politivi 

Per un qualunque r reile il primo membro di 
questa equazione ivi i dunque sempie valore po- 
sitivo e quindi non potia esseie zeio almenochè 

1 ultimo termmo non contenda pei littoie \x ] 

il cbe iichiede che 4 sia zero e quindi o che n 

sia dispari ovvcio che n sia pan ma che 1) sia 

eguale a — 1 come ai e >isto aopra m altro modo. 

I] in tali casi t-ho alcune delle ladici possono 

essere quelle di 1 — =0 cioè ± 1 

Si potrebbe eft'ettivamente dimostrare che quan- 
do />= — 1 o H è pari, allora An cioè 
«12 ~ <^-ii ■ 

a,. — a.., 
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è eguale a zero. Ma questo risulta qui indiretta- 
mente per le dimostrazioni fatte aopra, perciiè se 
An è diverso da zero, f\ic) f(- X) non potrebbe 
avere radici reali, mentre che sappiamo che per 
n pari, e Z) -= — 1, un tal prodotto lia certamente 



per r 



: 1 



§ iO. 



Teohemi di Sìacci. 



Cade a proposito qui riferire vari teoremi del 
SiACOi, Op. cit. , a proposito di determinanti for- 
mati cogli elementi di altri determinanti ,v. § 28). 

Se gli elementi delle linee di un determinante 
ortogonale di ordine n, avente il valore e^; ± 1, 
moltiplicate per », i, ... a» si sommano a quelli 
delle linee di tm altro determinante ortogonale 
dello stesso ordine, avente il medesimo valore t, 
moltiplicate per Pi Pa . - . Pii , si hanno gli elementi 
di un determinante che non muta, scamiiando fra 
loro le a colle P. 

Siano aos gli elementi del primo determinante, 
e hij quelli del secondo. 

Il determinante risultante sarà: 



+ S, , 



H ^il„ 



Scomponendo questo determinante ad elementi 
biiiomii secondo la regola nota (v. § 10) si ha 
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i di determinanti del tipo 

I «l'i ■ ■ ■ On'k f^l'k-i-, ■ ■ ■ ^i'~ : 

: ani, .. -ehm bmt^.,.. .h„ù '. 

dove ;'] Ì3 . . - in fappresenta una permutazione dei 
numeri 1, 2, ...n. Propriamente ie colonne del 
determinante non vengono disposte come le ab- 
biamo segnate, ma invece in modo che gli indici 
», i...iìi aieno disposti secondo l'ordine crescente 
di grandezza. È perciò cho abbiamo messo in vi- 
sta i! fattore (^1)' essendo s il numero delle 
inversioni contenute nella permutazione i\ ■ . . in. 
Sviluppiamo il determinante soprascritto per pro- 
dotti dei minori contenuti nelle prime k colonne 
per i loro complementi. Ognuno di tali minori è, 
per le proprietà dei determinanti ortogonali, eguale 
al suo complemento in -4 o in B rispettivamente 
moltiplicato per t che è il valore comune dei due 
determinanti A o B. Abbiamo dunque (essendo 
ì:^ =1) che il valore del determinante soprasegnato 
è lo stesso di quello del determinante: 

bii, hii„ . . . «i.-i-i-, ■ - ■ '^:'» 1 



. b„,\ hnii, ■ . . tÌH'bi, • - - (fni„ ! 

Re moltiplichiamo questo per 

(- !)■ Pi, ...?,... . ■»,.. v... 

abbiamo evidentemente un altro termine dello avi- 
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liippo del detertninaiite totale ad elementi binoiuii, 
ii qual termine, per le cose dette, sarà eguale al 
termine soprasegnato quando in esso si scambiano 
le « colle p. Possiamo dunque dire che sviluppando 
opportunamente il determinante ad elementi bi- 
nomii, i termini dello eviluppo si raggruppano a 
due a due, che si ricavano l'uno dall'altro scam- 
biando le K colle p. Per conseguenza tutto il de- 
terminante non muta con tale scambio. Da questa 
dimostrazione risulta ancora cbe se i determinanti 
ortogonali dati, non hanno ambedue il valore s, 
ma tino sia e e l'altro — s, allora il deteì'minante 
che ne risulta muta di segno collo scambio di -j- 

Ponendo 

OBsei-vando che allora collo scambio ài i con [?, 
ogni elemento muta di segno, si ha: 

Se dagli eleìnmti di un determinante ortogonale 
di grado dispari, si sottraggono quelli di un altro 
che abbia il medesimo valore, si forma un deter- 
minante che ha per valore zero. 

E ponendo invece k, ^^ . . . = k„ ^^ 1 p, ^- . . . =; 1 
si ha: 

Se agli elementi di un determinante ortogoucdc 
di ordine qualunque e di valore e(= ± 1) si ag- 
giungono quelli di un altro determinante ortogo- 
nale dello stesso ordine e di valore — s, si ha un 
determinante di valore zero. 

In modo simile si può dimostrare l'altro teorema : 

Se agli elementi principali di un determinante 
ortogonale s di grado qualunque si aggiungono 
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nna volta le quantità 



ì' altra volta le quantità 

I 1 1 



si hanno due determinanti eguali 



In effetti sviluppiamo il primo determinante se- 
condo i prodotti de!l« ^^,,.3,,. Un termine qua- 
lunque dello sviluppo sarà (v- § 11). 

dove M è quel minore principale del determinante 
primitivo dato, il quale non contiene, né le linee 
né le colonne di ordini (j i^ . . ■ ti-. 

In virtii dei teoremi più minori dei determinanti 
ortogonali, si ha che M è eguale a! suo comple- 
mento moltiplicato per t (essendo : il valore del 
determinante dato). Intanto da 



dunque possiamo dire ebe il termine aopraseritto 
è eguale a (essendo s^ — 1) 
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caaendo M' il complemento di M. Intanto questo 
h un termine dello eviluppo del secondo determi- 
nante formato, e quindi resta dimostrato l'assunto. 
Questi teoremi sono dimostrati con procedimento 
ohe nella sostanza è lo stesso di quello qui se- 
guito, ma che nella forma è inutilmente più com- 
plicato, in Albegqiani, Op. cit., p. 285-290, 
Un altro teorema del 8iacci è il seguente: 
Àgli dementi •principali di un determinante or- 
togonale e si aggimiga l'unità. Nel determinante M 
così formato si consideri il complemento di un ele- 
mento principale e sia likh. Si avrà allora la re- 
lazione 

fi = ti i Rhk. 

In effetti sviluppiamo R nel modo solito, cioÈ 
come somma di tutti i suoi minori principali e 
dell'unità. Si ha 



dove i sommatorii si intendono estesi a tutti i va- 
lori 1, 2, . . , «. 
Il secondo membro lo possiamo scrivere 

r 1 Oii aij ! ] 

fi- U + ì:' au + S' -h . - . 

Li is \ aji ajj ; J 



dove col simbolo ^' si vuol intendere che dai va- 
lori degli indici i, J, ... si esclude sempre il va- 
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iore k, per modo che allora la prima parte del 
secondo membro, die chiameremo (jÌ), none altro 
elle lo sviluppo di Hhii- 

La seconda parte del secondo membro, che chia- 
meremo {B , è anohe, a metio di un fattore e, eguale 
alia prima parte. 
Perchè moltiplicandola per s ai ha 
I akk a/ci 1 
1 + = «M H- J S i i H- . . . 

Ora per le solite relazioni fra i minori di un 
determinante ortogonale si ha che £ aa è eguale 
al complemento di «w nel determinante ortogonale 
dato, cioè all'ultimo termino di (A^ e cosi ciascuno 
dei prodotti 

I ah& Ohi I 
e L {i^l,2,...k-l,ki- [,...n) 

I aik au I 

è eguale a ciascuno dei termini del penultimo 
sommatorio di {A), e così di seguito si vede che 



donde la formola soprascritta. 
Di qui si ricava 

1. Tutti i complementi degli elementi 'princi- 
pali sono tutti fra loro eguali. 

2. Se e = — ì si ha B = 0- se s = + 1 si ha 
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Questo teorema sotto una forma diversa e con 
diversa dimostrazione ai trova in Siaoci, Annali 
di Mat., Voi. V, p. 302, 1872. Si trova poi ancora 
sotto la stessa forma datagli sopra, in un lavoro 
recente di Netto, Ada math., Voi. XIS. p. 1 IO, 
i895. 

Il Netto enuncia questo teorema a proposito di 
un altro teorema di Stieltjes che ora passeremo 
a discutere. 



g r)U. — TiiouEMA ])i Stieltjf.s. 

Noi abbiamo trovato questo risultato : cbe so agli 
elementi principali dì un determinante ortogonale £ 
ai aggiunge l'unità, si ha un determinante B, le- 
gato ad un qualunque suo minore principale Rhk 
dalla relazione 

Cominciamo ora dal fare la ricerca analoga per 
un minore non principale Bi-k- 

Si vede facilmente con un metodo simile a quello 
tenuto sopra che 

Mi-I = - £ Eli: 

Intanto per le proprietà dei determinanti reci- 
proci, indicando con Bkk,ii Ìl minore principale di 
ordino « — 2 di B complemento di 

! af;k •{- 1 aM j 
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si ha 

; nih lui ; 
ilonde ai ha la formola 

Rhi^{l -V 0' =■- Il 1(1 + ')^ Rkk,n - m- 

Questa formola unita eolla precedente dà questo 
risultato: 

Quando £ = + 1, allora, se B=o, saranno zero 
anche tutti i minori suoi di ordine n — 1. 

Questo uon è che un caso particolare del teo- 
rema dato da Stieltjes senza dimostrazione nel 
voi. VI degli Ada math. e che sotto la forma piiS 
generale si esprime così: 

Skno aij, bij gli dementi di due determinanti 
ortogonali di valore e ^ + i , allora se è zero il 
determinante il cui elemento generale è 

aij -t hij 

saranno zero anche tutti i minori di ordine n — l. 

Sotto questa forma jjenerale il teorema è stato 
dimostrato àa. Netto, Op. eit. 

Vediamo in che mauiera si può ricavare il teo- 
rema generale dal caso particolare gìk dimostrato. 

Formiamo ii prodotto di 

■ «il ■!- /i;i , . . . <n„ + bi„ i 
fl=i I 

i';H +bnl, . . . a„n + bnn \ 
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B^- 



■^1. 



Ì,a . . . bnn , 

Si lia, l'icortlaudo le relazioni fra gli elementi 
di un determinante ortogonale, 



\ ^aìibu 



, '^mibsi+i,... y.a2jb,u 



^anibii , ^a„ih2i 



M 



il quale sarà, essendo iì = 3 , a sua volta eguale 
al determinante D, Quest'ultimo determinante ha 
la forma del determinante li che compare nelle 
considerazioni di sopra, in quantochè il determi- 
nante che si ricava da esso sottraendo 1 dagU 
elementi principali, non è altro che il prodotto 
dei due dati A, B, e quindi, come si sa, è a sua 
volta un determinante ortogonale (v. § 46,', 

Supponendo D — 0, quest'ultimo determinante A' 
è anche zero, e quindi per il teorema precedente 
saranno zero tutti i suoi minori di ordine n — 1 . 

Ora consideriamo p. es., il minore complemento 
del primo elemento in D; esso può scriversi: 
Il ... ' 



«31 -[■■ 5a[,«23 + bs. 



, + b2. 
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e moltiplicato per B dà 

Sii hi ■ ■ ■ , bni 



ubi^ . . . '-ambni + i I 



Sviluppando questo eecondo gli elementi della 
prima linea, si ha uua somma di prodotti di que- 
sti per minori di ordine n — 1 di ^, e quindi se 
i>"0, anche quest'ultimo determinante è zero, donde 
si ricava che è zero quel minore considerato di D. 
Cosi resta dimostrato il teorema di STraLTJBS. 



§ 51. — Determinanti ni oboine infinito. 

Da non molto tempo sono stati considerati i de- 
tOL-minanti di ordine infinito, cioè formati con un 
numero infinito di linee e di colonne. 

A una questione di questo g-enere fu condotto 
Taatronomo Hill per un problema di astronomia 
(Oh thepart of the tnotion ofthe lunar periffee, ecc., 
Cambridge, "Wilson 1877; Adamath., Voi. Yin), 
e più tardi il PoraoABÉ {Bull, de la Société math., 
T. XIII, p, 18). Infine lo stesso Poincaré ne feco 
oggetto di una nota a parte Sur les déterminants 
d'ordre infini, Bull, de la Société math., T. XIV, 
p. 77 1. Più tardi lo stesso soggetto è stato ripreso 
da IIeloe von Koch a proposito di un problema 
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Bulle equazioni differenziali lineari. Nella seconda 
Memoria di questo autore si studiano con una certa 
estensione i determinanti di ordine infinito Helge 
votf KocH, Sur une application des detenninants 
infini à la theorie des equations diff. Un., Act-a 
math., Voi. XV, p. 53. — Hel«b von Kooh, Sur 
les determinants infini, eoe, Aeta math., Voi. XVI, 
pafc. 217Ì. 

Consideriamo ima matrice in cui eieiio eguali 
ad l gli elementi della diagonale priueipale 



Prendiamo n colonne e « lineo, e formiamo il 
determinante relativo. Facendo variare n ei ha una 
successione indefinita di valori, il cui limite, sup- 
posto che esista, lo chiameremo il determinante 
di ordine infinito. Il Poincaré ha trovato una con- 
dizione sufficiente perchè un siffatto determinante 



sin liunt'CT j/rrrue- 

La coadizione è espressa sotto questa fora 
semplice : 

Se la serie doppia 



dove i è divergo da J, è convergente, allora il de- 
terminante in cui ffli elementi principali sieno 
eguali ad 1, è convergente. 

In effetti il determinante D per un n finito si 
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potrebbe ottenere dal prodotto 

n-U + !«2iH-!«3>[+ ■ ■ .]x 



sriloppando questo prodotto e ponendo poi ai vari 
termini dello sviluppo coefficienti 1, — 1, o zero, 
secondo i easi.'Ke deduciamo che certamente D è 
minore in valore assoluto di n. Coneideriamo le 
due i) e le due n corrispondenti a due diversi va- 
lori di n. 

Se in Dii+p ovvero in n,i+p poniamo certi ele- 
menti eguali a zero, otteniamo Dn, Tl„. I termini 
che si annullano rappresentano dunque le diffe- 
renze Du+p — Da , r'n-i-p — Tl„ , e d'altra parto i ter- 
mini che si anuullano in n„_|_p sono tutti positivi, 
e alcuni fra essi, col segno negativo o positivo 
sono quelli die si annullano in Du+v 

Quindi possiamo conehiudere che in valore as- 
soluto anche la differenza delle due I) è miuore di 
quella delle due n corrispondenti, cioè 
)Z)„-b. — i)«I<n„+p — n„ 

donde deduciamo che, ee li converge ad mi limite, 
anche Z) converge ad un limite, perchè allora il 
limite di n — n' è zero , e quindi è anche zero 
quello di D — B'. 

Ora il prodotto infinito n è converjfente quando 
è convergente la serie 



quindi il teorema resta dimostrato. 
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Per il caso in cui gli elementi diagonali non 
sono eguali ad I, il von Kooh ha trovato il too- 
rema pili generale, che il determinante è conver- 
f/ente se la serie degli elementi non diagonali è 
convergente assolutamente e il prodotto degli eh- 
menfi diagonali converge assolutamente. 

In effetti se il prodotto infinito 



V. convergente, ponendo 

si ricava che lii serie semplice 

ò convergente e qnindi tuttsi la serie doppia 



dove i, è eguale o diverso da J, è convergente, e 
perciò ripetendo il ragionamento fatto sopra senza 
più la limitazione cho i sia diverso day, si gìunf^e 
a dimostrare la convergenza del determinante, 

11 VON KocH nel lavoro citato studia i determi- 
nanti da lui chiamati della forma normale, che 
sono quelli soddisfacenti a qneste due condizioni: 
1." la serie ^ìan'. {i diverso àn j, è convergente : 
2." il prodotto ninjil è convergente 

Quando queste condizioni sono soddisfatte ai sa 
che il determinante infinito è convergente. Inoltre 
si dimostra che spostando le colonne e le hnee in 
modo che gli elementi diagonali restino diagowdi, 
e quindi i non diagonali restino non diagonali^ si 
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ha ancora un deteroiioante convergente avente lo 
atesao Talore. E perciò che esso può chiamarsi con- 
vergente asBohitamente (v. Ada. Voi. XVI, pa- 
gine 228-329), Inoltre il medesimo autore studia 
il prodotto di due determinanti normali, e trova 
che esso si eseguo colla medesima legge con cui 
si esegue quello dei determinanti dì ordine finito, 
e che inoltre dà luogo ad un altro detevminante 
anchd normale (ii, 231). 



§ 52. — Sui determinanti okla' 
Teorema di Letaigi;. 



Ahhiamo già in un altro paragrafo (v. § 12 fatto 
conoscere un teorema sullo sviluppo di un deter- 
minante orlato, cioè di un determinante ottenuto 
da un altro aggiungendo un certo numero di co- 
lonne e un certo numero di linee. Si fa io svi- 
luppo di un siffatto determinante ponendo in vista 
gli elementi delle linee e coionne aggiunte. 

Ora è interessante far conoscere quest'altro teo- 
rema sugli stessi determinanti, trovato da Lepaige, 
Bull, de la Soc. math. Voi. Vili, p. 128. 

Per fissare le idee e per semplicità supponiamo 
un determinante di 3." ordine simmetrico 
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a cui aggiungendo due linee e due colonne in 
modo da avere ancora un determinante simme- 
trico, ai ìia 





i=. 


«SI 


«ss 


«.-,3 


■■Ci 


Vs \. 






ai. 


(C^ 


iCs 





: 






y\ 


Vi 


y» 





! 


Consid 


riamo il 


reciproco 


di Z), cioè 










A\ 


^2 


'ila : 




li 


= D^ 


= ■ 

















e moltiplichiamo D^ per 4, dopo avere aggiunto 
in D^ colonne e liaee in maniera da non alterarlo, 
come segue 



An A„ 

A„_ A,: . 

10 

Oli 
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Si ha allora 

\ D •^AiiXi'i Ali Vi . 

I D ^Aìicci "S-AiiVi j 

D« A = 1 T) ^ AnXi ^ Azi Vi \ 

CCy x^x^ ■ 

, y, VsVa . 

\'^AuCCi ^AìiXi '^AziXi\\ 



Il Vi y^ Vi li 
Ed eseguendo il prodotto delle due matrici colla 
regola nota, ai ha, sopprimendo iin fattore co- 
mune D, 

I '^AijXiX)\ ^Aijxiyj'i 
I ^Aijyi cej, ^AijViyj \ 
lu g-enerale ai avrebbe un'espressione analoga 
per it prodotto 

ae JO è un determinante aimnietrico , e p rappre- 
senta i! UTiraero delle linee e colonne aimili che 
ai ags^iungono a D per ottenere *, II determinante 
con cui uu tal prodotto viene espresso è di or- 
dine p. 

Qneata proprietà è adoperata in questioni di 
geometria analitica. (V. p. es. : Hesse, Vorl. uber 
analyliscke Geom. des Baumes, 3.= ediz., p. 179; 
Clbbsch, Geometrie. Voi. I, 2,' p., pag. 909.) 
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Valori-; massimo di uk nv:\'\ 

RlCEKCA ni HAT)A:aAl!"D. 



iiiia quiationo che non manca di interesso ('- Li 
seguente : 

Supponiamo che gli elementi di un determinante 
sìeno tutti in vaiare assoluto inferiori ad una 
quantità a ; quale sarà un limite superiore del 
valore assoluto del determinante stesso '^ 

SrLVESTER, PM. Magaz. t. XXXIY, p. 461, 
1867. 

Hadamabd, Btilletin des scietices mafìi. 1893, 

I). m 

E evidente eìie un Yalore maggioro del limite 
stiponofe del vaiove del determinante sarà 



ohe si otterrebbe se rendiamo i>08ÌtÌTÌ tnttì i ter- 
mini del determinante (mentre che nello sviluppo 
ili un determinante vi sono sempre termhii positivi 
e termini negativi; e poi in luogo di ciascuno ele- 
mento poniamo i! suo limite superiore, l'j manife- 
sto ohe un tal limite è troppo alto, perchè eeao 
non può esaere mai raggiunto dallo sviluppo del 
determinante. 

Per porci da un punto di vista generale suppo- 
niamo che gli elementi sieno comjìiessi qualunque. 

Hia A nu determinante t'ormato ro^li elementi 
dati, Q -i' lineili^ lormato nella stessa maniera eoi 
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coniugati degli elementi; allora evidentemeute A 
e i' saranno due quantità coniugate, per modo 
che i[ loro prodotto sarà il quadrato del modulo 
di A, e quindi in ogni caso una quantità reale 
positiva. 

Consideriamo lo prime p linee di A e le corri- 
spondenti di i'. Il prodotto delle due siffatte ma- 
trici sarà la somma dei prodotti dei minori del- 
l' una per i corrispondenti dell' altra, cioè sarà la 
somma dei prodotti dei moduli dei minori delia 
prima matrice. 

Se (1,7 sono gli elementi di i e ai/ quelli di 4, 
il prodotto delle due matrici di h colonno p p 
linee sarà 

dove 

Sij^iina'ji + ai2a'j2+ . ■ . +«!iia'j„. 

ed È evidente che s.'j e sji sono coniugati e che 
gli elementi principali sa sono le sommo dei qua- 
drati dei moduli degli elementi contenuti in ima 
linea di A. 

Isoliamo in Pp la parte contenente per fattore 
l'ultimo elemento principale e si Ìia 

Pp = h,p Pp-i ^- Q,. 
dove 
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cioè Qp è il determinante ricavato da Fp ponendo 
al posto dell'ultimo elemento principale. 

U complemento di un elenaento principale in 
Q,, (meno l'ultimo che è Pp~v è un Qp-\, otte- 
nuto cioè facendo il prodotto delle due matrici 
di n colonne e dì certe ^ — 1 linee scelte in * 
e i'. 

Consideriamo il reciproco di Qp i cui elementi 
sioDO Sij e in esso i! minore 

j Op,h Op,p ] 

Questo sarà eguale a Qp moltiplicato per il com- 
plemento dell'omologo di eseo in Qp, cioè per 

Pp 3- 

Intanto Sp,ì, è coniugato a Sii,p, e inoltre 
Sh.h=Qp-i 
Sp,p ^-Pp-h 
onde si lia 

Qj,Pp 2=^Qp^l Pp^l- I ,%,>. 1^ 
intendendo con 



il modulo di questa quantità. 

Da questa formola appare subito che se Qp—ì, 
è una quantità negativa poiché le P sono quantità 
essenzialmente poaitiye) anche Qp h una quantità 
negativa- Ora ^n^— 's.a.^ è effettivamente una. 
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quantità negativa, dunque lo saranno ^3, Q^^... 
lo sarà infine anche Qp. 

Possiamo dunque conchiudere che le Qp sono 
tutte quantità negative. 

Inoltre le Qp non possono essere zero che quando 
sono zero tutti gli elementi dell'ultima colonna. 

È evidente che ae Qp-i è diversa da zero e 
quindi è una quantità essenzialmente nujjatìva, 
non potrà Qp essere zero. 

Quindi se Qp deve esaere zero, deve essere eer- 
tamente zero anche Qp-i ; ammettendo che Qp-i 
non sia zero che quando tutti g'ii elementi 

Slii S2p ■ • ■ Sh~l,p Sh+Ì,p . ■ ■ Sp~l,p 

sono zero, ne viene che Qp non pn6 essere zero 
che quando tali elementi sono zero; cioè Qn non 
può essere zero che quando sono zero tutti gli 
elementi dell'ultima colonna, meno sh.p', ma h è 
un indice arbitrario; facendolo variare ne viene 
ehe, devono oaaere zero tutti «li elementi dell'ul- 
tima colonna, se lo stesso si verifica per Qp-ì. 
Ora per 



I Ss, 

si verifica infatti che deve essere 3^ = (0 ciò 
ehe è lo stesso Sg —0 essendo s^: il coniugato di 
s,a) perchè ft sia zero, dunque resta dimostrato 
il teorema. 

Ciò posto si può mostrare che Pp è al più 
eguale al prodotto dei suoi elementi prineipaii. 
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In effetti dalla formula 

iimmetteiido che la proprietà si verifichi per Fp—i, 
e ricordando che ^jj è negativo, si vede che la 
stessa proprietà si verifica per Pp. 
Per Pa^^Si; % ■- I S|K 1^ è evidente che 

cioè per p =2 la proprietà è efEettivamente veri- 
ficata. 

inoltre perche possa essere 

B, = s,,.% . . . >„ 

h neeL'ssario che Q,, sia zero, e iiioltre che 

P,-^,=,,„S„... „-,„--„ 

Ora ciò porta che tutti ^li eleiiìiMiti non prin- 
cipali sieno zero. 
Per p = n si lia 

] A |^^,t,|S.,. . . . Sn,n. 

Se dunque supponiamo che i moduli di tutti 
!/li elementi del determinante sieno al massimo 
effuali ad 1, allora il massimo valore assoluto del 



deteì-minante è n ■ 

Perchè il determinante raggiunga tal valore è 
necessario che tutti gli elementi abbiano per mo- 
dulo 1, e inoltro che sieno nero tutte le Siy dove 
*, y sono iodici differenti. Queste condizioni deter- 
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minano le « come elementi dì un determinanie 
detto da Sylvester inwrsamente ortogonale. 

Siamo cosi condotti alla soluzione di questo 
problema; eostruire eon elementi di modulo 1 H 
determinante massimo dì un certo ordine. 

Di questo problema si occupò il Sylvestee, 
loc. cit., ma i suoi risultati devono essere retti- 
ficati giovandosi delle osservazioni di Hadamard, 
loc. cit., p. 243. 

E utile la seguente osservazione: quando gii 
elementi sono in generale complessi, allora abbiamo 
visto che il massimo valore che può acquistare il 

modulo del determinante è n . Un determinante 
il cui modulo acquista effettivamente tal valore 
sarà in generale ad elementi complessi. Quando 
n fi una potenza di 2, allora si può ottenere un 
determinante massimo ad elementi reali, che allora 
uon potranno essere che i soli elementi + 1 e — 1 , 
Per altri valori di n potrebbe essere che non esi- 
stano determinanti ad elementi reali che raggiun- 
gano il valore masairao n , ma in ogni caso si 
potrebbe proporsi questi due problemi che l' Ha- 
damard enuncia aìla fine del suo notevole lavoro 
che r.oi abbiamo qui riassunto: 

1. per quali valori di n esistono determinanti 
ad elementi -|- 1, — ! (l'eali) die raggiuTigano il 



2. Come ai costruirebbero per ogni n i deter- 
minanti ad elementi reali {+ 1, ■— 1) che pur non 
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rafrgiungeudo ii valore n , raggiui 
assoluto più elevato possibile? 



§ 54. — Deter^ 
e DI SPnciE 



L'idea di considerare dei determinanti i cui ele- 
menti dipendano da più di due indici, si deve a 
Vandermonde come osserva il Gùnthcr nel suo 
Trattato più volte citato. 

Ma il primo che abbia tentato qualche cosa di 
più preciso deve reputarsi il Db &aspar!S in un 
opnscolo separato pubblicato col pseudonimo di 
Jean Blaise Grandpas. iSwr les déterminanta dont 
les éléments ont plusieurs indices- 25 settembre 
1861.) 

Due anni dopo eompai-ve un lavoro di Dahlan- 
DEH. a Stoccolma. (Ofoers of K Akad. Forh, 1863.) 

Nel 1868 comparvero i lavori di Ahuekaute 
(Sui determinanh cubici. Giorn. di Batt. Voi. VI, 
p. 17Ò) ; Padova (Giorn. di Batt. Voi. VI, p. 1821 ; 
Zehfitss [Ueber cine Erweiterung des Begrìffes 
(^r i)eieriw, Frankfurt, 1868); Db Gaspahis. (.ilcc, 
delle scienze di Napoli. Lug'lio 1868 ) Una etipo- 
sizione dei risultati ottenuti si deve a Garbluri, 
{Giorn. di Batt. Voi. XV, p. 89, 1876; Atti del 
r. Istituto Veneto. Nov. 187T> e infine si può 
utilmente riscontrare il trattato sui determinanti 
di GiisTHER. (Erlangen, 1877.) 
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Sui determinanti eubici e dì specie superiore 
esistono poi i lavori più recenti di Zajaozkowski 
(1881) di GiiOHNBAtTBH, Ueber Deierm. hoh. Banges 
(Denlteoh. "Wiener Aiad. Voi. XLIII, 2." part. 
paf?. 17, 1882; Yol. XLVI, 2." part., p. 191, 1883; 
Voi SLIX, 2" part, pag 225 1885; Voi. L, 1." 
part, p 145, 1885) e di bzuis (Budapest, 1890). 

JJoi non YOghamo entrare in molti dettagli sulla 
teoria ilei determinanti a più inditi, ma solo espor- 
lemo le cose più fondamentali 

Immaj^niamo «■* elementi (f,ji dove gli ludici 
ì, j, h possono assumere i raion 1, 2, . n. Di- 
sponendo tali elementi in un cubo in modo analogo 
a quello che si fa pei costiuire una vtatrice gita- 
cUata, 81 ha eio che può chiamaiei una matrice 
cubica 

Questa matrice potrà decomporsi in ti e maniere 
diverse in n piani oii/zontali o verticali, in cia- 
scuno dei quali resta costruita una esita matrice 
quadrata 

Tii questa raitiice cubica sono da considerarsi 
quattio diagonali, (.hiameiemo pimcipale quella 
sulla quale sono situati gii elementi ireiiti i tre 
indici eguali, oioe 



Formiamo il prodotto di tali n elementi, e poi 
permutiamo i secondi indici in tutti i modi possibili 
fra loro, e i terzi indici fra loro. Da questo ter- 
mine abbiamo allora in tutto w ! « ! = (w !)^ termini 
a ciascuno dei quali daremo il segno f o il segno 
— secondochò è pari o dispari la somma delie 
inversioni contenute nella permutazione dei secondi 
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indici, e di quelle contenute nella permutazione 
dei terzi indici. 

La Bomrna di tutti i termini cosi ottenuti la chia- 
miamo lo sviluppo del determinante cubico. 

È evidente che in ogni termine dello sviluppo 
compariranno fattori due dei quali non apparten- 
gono mai allo stesso piano verticale od orizzontale, 
perchè per appartenere alio stesso piano dovreb- 
bero avere eguali o i primi o i secondi o i terzi 
indici. 

Una sostanziale differenza fra il caso dei deter- 
minanti ordinari, e quello dei cubici è questa, che 
mentre da una matrice quadrata non resta definito 
che un solo determinante, dalia matrice cubica 
possono invece restar definiti tre determinanti di 
valore diverso che sono quelli ottenuti se formiamo 
il sommatorio dei termini che si ricavano dal ter- 
mine principale 



lasciando fissi i primi indici, e permutando gli 
altri, ovvero lasciando fissi i secondi indici, ovvero 
lasciando fissi ì terzi indici. 

Per convincersi di questo basta considerare l'e- 
sempio semplicissimo di n-^2. 

lì termine principale sarà 



col segno positivo. Lasciando fissi i primi indici 
e permutando gli altri e adoperando la regola 
indicata si hanno i quattro termi»! 
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Invece lasciando fissi i secondi iniiici ovvero i 
ferzi ai iiaimo termini in valore assoluto eguali a 
questi, ma con segni diversi. 8i hanno rispettiva- 
mente i risultati 

-f «IH «Bag -V «212 «isi ~" «uà %!! ~ "2ii«jas> 
+ «111 «tas — "isi "sia + «221 «112 ~ «2,1 «123' 

Chiameremo primo determinante quello ottenuto 
colle permutazioni dei secondi e terzi indici; se- 
condo determinante quello ottenuto colle permu- 
tazioni dei terzi e primi indici, e terzo determinante 
quello ottenuto colle permutazioni dei primi e se- 
condi ìndici. 

Ogui elemento auj, del determinante cubico ap- 
partiene ad un piano orizzontale e a due piani 
verticali fra loro perpendicolari, nello stesso modo 
che in un -determinante ordinario ogui elemento 
appartiene ad una colonna e ad una linea. Tali 
piani chiamiamoli strati. 

Per fissare le idee supponiamo che il primo 
indice rappresenti il numero d'ordine dello strato 
orizsontale, il secondo Ìndice il numero d' ordine 
di uno dei due strati verticali ohe chiameremo 
primo strato verticale, e i! terzo indice corrisponda 
al secondo strato verticale. 

Se scambiamo fra loro due strati oHzsontali il 
determinante definito facendo variare solo i secondi 
e terzi indici nel termine principale {vedi la defi- 
nizione data sopra) resta inalterato. 

Giacché se i fattori di ciascun termine li dispo- 
niamo sempre in modo che i primi indici restino 
disposti in ordine naturale, verremo ad invertire 
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fra loro due elementi nella permutaaione dei se- 
condi indici, e così nella permutazione dei terzi 
ìndici. 

Ora in una permutazione scambiando due elt- 
menti, sì viene ad alterare il niimero dello inver- 
sioni, di un numero dispari, quindi nel complesso 
delle due permutazioni dei secondi e terzi indici, 
il numero delle inversioni resta variato di un nu- 
mero pari, perciò il termine che si considera 
conserverà il medesimo segno. 

Invece se scambiamo fra loro due piani verticali 
paralleli, allora si vengono a scambiare fra loro 
due elementi solo della permutazione dei secondi 
indici, ovvero solo in quella dei terzi indici, e 
quindi il termiue eambia di segno; cioè 

Se scambiamo fra loro due strati verticali pa- 
ralleli il determinante definito al solito modo, mtitn 
di segno. 

Come si vede esiste questa fondamentale diffe- 
renza fra ii caso dei determinanti ordinari e quello 
dei eubici ; in questi esiste sempre una direzione 
di piani paralleli tali che scambiandone due di 
essi scelti comunque, il determinante resta inalte- 
rato. Sì può fare che questa proprietà si verifichi 
per una qualunque delle tre diverse direzioni dì 
piani, orizzontale e verticali, e ciò in corrispon- 
denza ai tre diversi determinanti che si possono 
definire colla matrice cubica. 

E evidente la seguente proprietà: 

Ogni determinante cubico può comporsi come In 
somma di n t determinanti ordinarti. 

In effetti stabiliamo una permutazione dei se- 
condi indici in 



y Google 



' 54. — Detenninanti cubici. 245 



e poi permutiamo i terzi indici in tutti i modi 
possibili. L'assieme di tutti i termini che si Tengono 
ad ottenere sarà col segno ^- o col segno —, un 
determinante ordinario. Il teorema resta così di- 
mostrato. 

Un'altra proprietà, che può poi dai'C in un'altra 
maniera la rappresentazione di un determinante 
cubico mediante determinanti ordinari], è la se- 
guente : 

Il prodotto di due detei'minanH ordinarti si. può 
esprimere con un determinante cubico. 

In effetti se a,-i, bsj sono gli elementi dei duo 
determinanti dati, l' elemento generale del pro- 
dotto è 

arihi -f 0/-2 6e2 -I- . . . + CWnhm. 

Tal prodotto, colla regola di scomposizione di 
uu determinante ad elementi poliuomii, si scompone 
in n\ determinanti i quali danno insieme il deter- 
minante cubico il cui termine principale è 

(«„'<1,) {«..,'>„) . ■ . ("..!■».) 

(ì un termine generalo è 

■'m.,hiò {mijH.H) ■ . ■ («",■„/;»,■„) 
essendo 



due permutazioni degli indici 1, 2, . . . «. 
Il determinante cubico cosi formato ha poi' eie- 
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mento generalo 

fu-i hkj 



i tre indici k i J variando da 1 ad n. 

Eseguendo il prodotto dei due determinanti dati 
in UBO degli altri tre modi possibili, si hanno 
sempre determinanti cullici i cui elementi sono 
rispettivameate 

alci hjb 



'Uh hjlr. 

Questo teorema dà il mezzo di esprimere $im- 
hoUcamunte un determinante eubico come il pro- 
dotto di due determinanti ordinari!. 

Supponiamo che le o; e le & sieno dei «imboli che 
abbiano sisnifìoato di quantità aolo quaudo si tro- 
vino riuniti nelle combinazioni 

ahi hiij 

cioè quando si abbia il prodotto di due di esse i 
cui primi indici sieno eguali. L'elemento generale 
di un dato determinante cubico 



l>uò allora porsi simb oli cai n ente eguale al prodotto 
di quelle « e è, e viceversa dato il prodotto sim- 
bolico auhkj ad esso non può che corrispondere 
un unico elemeuto del determinante cubico dato. 
Resta dunque provato che questo può esprimersi 
simbolicamente come il prodotto dei due determi- 
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nanti ordinarii, i quali poi sono solo siinboli'ci e 
iiOQ effettivi, e acquistano siguificato effettivo aolo 
quando bì moltiplicano fra loro, tenendo conto 
però ohe il loro prodotto ai esegue secondo la 
regola ordinaria. 

Se da un determinante cubico si sopprimono 
tutti gli elementi dei tre piaui che si incontrano 
in un elemento auj si ha un nuovo determinante 
eubico che potrà chiamarsi il minore complemento 
bell'elemento okì} e si può indicare con Akij. 

Moltiplicandolo per ( — 1 !'+•' supposto che si trat- 
ti del primo determinante definito dalla matrice 
cubica, sì ha ci6 che si chiama il complemento al- 
gebrico di quell'elemento. 

Si può far vedere che, come pei determinanti 
ordinari, il valore del determinante cubico è eguale 
alla somma dei prodotti degli elementi di uno 
strato per i loro rispettivi complementi algebrici. 

La dimostrazione di questo si farebbe in modo 
simile a quello che si fa pei determinanti ordinarli. 

Passiamo ora alla moltiplicazione dei determi- 
nanti cubici. 

Consideriamo ii prodotto di un determinante cu- 
bico I aw I per un determinante ordinario |èi's|- 

Il determinante cubico lo possiamo considerare 
come la somma algebrica di n\ determinanti or- 
dinari, ognuno dei quah è 

± ^d;:«i(À «3'V, ■ ■ ■ a«'V., 

dove il sommatorio si estende a tutte le permu- 
tazioni degli ludici y j; ■ . ■Jn, e inoltre i, ì-^. . . in, 
rappresentano una permutazione degli indici 1,2.. .«, 
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e il aef<no dì tutto il sommatorio è + o — secoii- 
(loohè la permutazione delle i è di classe pari o 
dispari. 
L'elemento generale di tal determinante è 



doye variano k e j; gli elementi cui corrisponde il 
medesimo k formano quelli di uua linea, e quoìli 
coi medesimo j formano gli elementi di una co- 
lonna. Il prodotto di un tal determinaate per h-.-s 
avrà per elemento generale 



He si mula la permutazione /j j'a , . . ;,i dei numeri 
1 , 2 , . . . «, e si fa la somma algebrica di tutti i 
risultati si ha il prodotto dei due determinanti 
dati. Ora se noi consideriamo il determinante 
cubico il cui elemento generale sia 



e se scomponiamo tal determinante cubico in somma 
di determinanti ordinarli, si vede cbe otteniamo 
esattamente la somma dei determinanti i cui ele- 
menti sono le e ; per un k fiaso la matrice qua- 
drata delle iicir [dove variino solo i, ri si ottiene 
dalle matrici quadrate delie akie,hi-s colla regola 
nota per il prodotto di queste due matrici qua- 
drate, quindi poseiamo dire: per ottenere il pro- 
dotto del determinante, cubico e del determinante 
ordinario si forma un determinante cubico i cui 
STRATI sono formati moltiplicando colla regola so- 
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lUa le matrici quadrate che formano ffli strati del 
determinante cubico dato, per il determinante mol- 
tiplicatore. Vedi Abmenantb, op. eit-, p. 181.) 

Si potrebbe ora passare all'esposizione di certi 
teoremi di Da Gaspabis e di Padova, ma non vo- 
gliamo dilungarci au questo argomento pel qualti 
ai possono riscontrare lo già citate opere. 



ìì Tt'S. - DljTBBMmA.VTl KUl-l.l K JIATEICI ìi\:\,\,b:. 
(,'ABA'i'TBfiISTIUA «t UNA MATmCI':. 

Diremo che una matrice dì n linee e m colonne 
{m > «) è nulla quando sono nulli tutti i determi- 
nanti in quella matrice. 

In una motrice quadrata o rettangolare possono 
essere zero tutti i dptermiuanti di ordiue )(, tutti 
quelli di ordine n — 1 , « — 2 , . . . Sia p l'ordine 
dei determinanti contenuti nella matrice e clie 
non sono tutti zero ; cioè supponiamo che tutti i 
determinanti di ordine p -+- 1, e quindi anche di 
ordine superiore aleno tutti zero; e che fra tutti 
quelli di ordine p ve ne sia almeno uno diverso 
da zero. Il numero ?) si chiama caratteristica della 
matrice data. Evidentemente un determinante nullo 
una matrice nulla ha al massimo per caratteri- 
stica n — 1. 

A'^ogliamo trovare quali sonft le condizioni ne- 
cessarie e sufficienti perche uua matrice abbia per 
caratteristica li — 1, cioè perchè sia nulla senza 
che sieno nulii tutti i determinanti di ordine » — 1 . 
Noi verremo a stabilire il reciproco di un teorema 
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dimostrato nei primi paragrafi. Noi sappiamo cioè 
che, se gli elementi di una linea in una matrice 
rettangolare sono le medesime uomtinaaioni li- 
neari dej^li elementi delle linee parallele (il nu- 
mero delle linee si suppone minore del numero 
delle oolonne) allora tutti i determinanti di or- 
dine n contenuti nella matrice sono evidentemente 
nulli, 6 quindi la matrice è nulla. Vogliamo ora 
dimostrare che, reciprocamente, se la matrice è 
nulla, gli elementi di una linea devono esaere le 
atesse combinazioni lineari di quelli delle linee 
parallele. Ooraiuciamo col supporre che almeno 
uno dei minori di ordine « — 1 sia diverso da 
zero ; senza togliere generalità possiamo supporre 
che tal minore sia quello delle prime n — 1 linee 
e prime n — 1 colonne. 



Se la matrice è nulla allora saranno nulli i de- 
terminanti ottenuti da questo aggiungendo una 
colonna e una linea, cioè tutti 1 determinanti 
della forma 



air 



ohe sviluppati secondo gli elementi dell' 
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J, As . . . A,„ 

\ complementi algebrici degli elementi dell' itltimn 
colonna, cioè i determiuanti di oi'dine n — I con 
segni opportuni contenuti nelle prime n colonne 
della matrice data, danno, per qualunque valore 
dell'indice r, 

<n,-Ai 1- U-lyA. + . . . -'y (In,- An--0. 

Questa relazione, corno abbiamo detto, vale per 
qualunque valore dell'indice v che può essere 
] ,2, . ..jm; perchè se v:^« — 1 allora il determi- 
nante precedente è zero perchè ha due colonne 
eguali, e se v>jj — 1, allora è zero per l'ipotesi 
fatta. 

La precedente relazione dimostra che sé la ma- 
trice è nulla ed ha per caratteristica n — 1, fra 
yli elementi di una colonna esiste sempre la me- 
desima relazione lineare omogenea. 

Ora vediamo come si può generalizzare questo 
tiìorema al caso che si supponga la matrice non 
di caratteristica n - ì, ma in generale di carat- 
teristica p. 

Allora almeno un minore di ordine p sarà di- 
verso da zero e sia 

\ O], . . . Clip \ 



Aggiungiamo una colouiui e una iiuea qualu 
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que e formiamo il determinante 
I f^n . . . aip «11- 



che sarà identicamente zero qualunque aieno yli 
Indici r , s. Sviluppando quindi gli elementi del- 
l'ultima colonna si ha la relaziono 

«li' Au -\- . . . -i- apr ApB -r «Si- ^ — 

indicando con A^s ■ ■ . Ape ì jninori, con segui ofi- 
portuni, di ordine p ottenati da A eopprimendo le 
linee 1 , 2 , . . . ;;, e sostituendovi la linea s'"". 

B'acendo variare s da p -\- 1 ad )( e sommando 
tutte le relazioDÌ ottenute ai ha 

rtij- (Aip+i + . . . + Ahi) I- 

+ a-ìr {A2p+i -I- . . . -: Ai.,) H- 



■I a,.r UWh -i- . . . ì- Aj,.,)-l- 

-I ap-\-ì,r A + aì!+2,r A + , . . ' a>!i-A. = 

la quale vale per qualunque r ^ 1,2,... m, cioè 
è una relazione lineare omogenea a coefBcientì 
fissi fra gli elementi di una qualunque colonna. 
Con ciò il teorema reata dimostrato in generale. 

Come casi particolari da questi teoremi sulte 
matrici nulle si ricavano evidentemente gli ana- 
loghi per i determinanti nulli. 

Dalla dimostrazione del teorema risulta questa 
conseguenza. 
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Uno dei determinanti di ordine p, non mdlo 
ehiamiamolo determinante principale e indichia- 
molo, come sopra, con A. 

Perchè la matrice sia milla e oblia per carat- 
teristica p basta Sìipporre che siano zero tutti i 
determinanti ottenuti da A coll'agglunsìone di 
una linea e una colonna. 

L'annullarsi di tutti gli altri determinanti di or- 
dine jo + 1 è una conseguenza dell'annullarsi di 
questi indicati; infatti si abbia un qualunque de- 
terminante di ordine p+1- 



Moltiplichiamo ogni elemento per A^ e teniamo 
conto (Iella relazione generale trovata. 
Si ha 

-mi,A\,; '...-aiisiApy, ,.-..-ais,, + .Àh\ --■■■'Iji^iiì i-^j» 



rais ii p *j ii ,1 01%+ -^1 p "^9^+ ^p 

Ogm elemento di tal detemnnante è una somma 
di p termini mentie il determiuante ò di ordine 
2> H- 1 Bomdoudo questo deternunante ad elementi 
polìnomii m tanti aitn ad elementi monomii ai 
vede che ciascuno di questi iisnlteA sempie al 
meno con due uolonne i cui elementi sono rispet 
tivamento quelli dell una Lquimultipli di quelli 
corrispondenti detlaltia e quindi ciascuno di tah 
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determinanti è zero; di qui ai ricava (essendo A 
diverso da zero) che 4 =^ 0, giusta l'assunto. 

Fermandoci a considerare tiuel numero intro- 
dotto come caratteristica di mia mati'ice ci sarà 
facile dimostrai'e di tal numero una proprietà fon- 
damentale ohe serve io certo modo a giustificarne 
l'importaQza. 

Data una matrice diremo ohe un'altra è devi- 
eata da essa quando si ottiene da essa con una o 
più delle seguenti operazioni elementari (Capelli- 
G-AEBiERi, Analisi. 1886): 

1. Scambiare due linee o due colonne. 

2. Moltiplicare gli elementi di una linea o 
colonna per un qualunque numero. 

3. Aggiungere agli elementi di una linea n 
colonna quelli di una linea parallela raoltipiicati 
per un numero qualunque. 

Se si trattasse di una matrice quadrata, queste 
operazioni non possono che al massimo moltipli- 
care per un numero il determinante defluito da 
quella matrice. 

Ora è notevole i! seguente teorema : 
Due matrici derivate l'ima dall'altra hanno la 
medesima caratteristica. 

In particolare se da un determinante colle ope- 
razioni indicate ne ottengo un'altro del medesimo 
ordine, i due determinanti avranno la stessa ca- 
ratteristi ca- 
li evidente il teorema nel caso delle due prime 
operazioni. Dimostriamo ohe esso si verifica anche 
per la terza operazione; giacché supponiamo di 
avere ottenuto dalla matrice data un'altra ma- 



y Google 



§ 56, — Equazioni lineari. 



trice aggina fien do agli elementi di una linea o 
coìOBoa, quelli di una linea parallela moltiplicati 
pei- ^. Allora un miaore delia seconda matrice 
o sarà eguale ad un minore dolio stesso ordine 
della prima matrice (so alla sua formazione non 
concorre la linea modificata), ovvero sarà decom- 
ponibile nella forma 



dove A li sono due mmou dello att,?ao oi Im 
della primitivi imtiice Di qui nsultT subito tbe 
se noD tutti 1 minori di ordine A. della pumi ma 
trice sono e^juali a zeio non lo saranno tutti 
quelli della seconda matuce e se sono zeio tutti 
i minori di oidine ^ + 1 della pumi matrice lo 
saranno tutti quelli della seconda 
Donde si ha la dimostiazione del teoiema 



8i abbia un aiatema di m equazioni 
cognite 



i ÌCh~ 



;<" 



9i può aeuipre supporre clie m sia maggiore 
di 71, perchè se non lo fosse potrebbe immagi- 
narsi che si aggiungano a questo sistema di equa- 
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zioni tante altre identiche, cioè con coefficienti 
«ero e con termini noti eguali a zero. 

Noi ci proponiamo di esaminare in che modo i 
valori delle incognite x^ . . .x^ sono determinato o 
no da tali equazioni. 

Chiameremo matrice dei coefficienii ia matrice 



Sia ;) la caratteriatica di questa matrice iVedi 



§ precedente) e sia, ] 



I le ideo, 



«no dei determinanti di ordir 
contenuto nella matrice. 
Formiamo i determinanti 



3 p diverso da, sero^ 



Per un r^;p tali determinanti sono evidente- 
mente zero; per uii r'>p eaai invece possono 
ftTere valori qualunque. 

Incominciamo col far vedere ish&percM le equa- 
zioni date non sìeno fra loro contradditorie, cioè, 
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come si dice, sieno fra loro compatibili, è neces- 
sario che tutti i i^f Steno zero. 
Le equazioni date scriviamole 

«11 .-^i + . . . + aip !^p-^y\ \ 

(3) 

«,„i a^i -i- . . . ^ ampX„ = y',n ] 
ponendo 

V'i ■'-'■ Vi - <^U>+i ^p+i ... - «1» ^,1 

?/'?n = Vm — «m^-ì-1 -Tp-f-l - ... - ttm,, -Cn ■ 

Se in 4,' iu Inogo di ^i . . . ym poniamo yi' .. . ym 
otteniamo determinanti le cui ultime colonne sono 
ad elementi polinomii; scomponendoli colla re- 
gola nota si ha per primo termine lo stesso ij' da 
cui si è partiti, e poi altri termini che sono, a 
meno di fattori, determinanti di ordine p -f- 1 scelti 
nella matrice fondamentale, e quindi, per l'ipotesi 
fatta, sono zero. Si ricava quindi che i ^r restano 
inalterati sostituendo alle y le y. 

Consideriamo le prime p equazioni fra le (3) e 
la,-mo ; chiamiamo ^,l'">, ^a''"',- .^j.^,^, i comple- 
menti algebrici degli elementi dell'ultima colonna 
in ii,- ; e moltiplichiamo rispettivameute le p -h 1 
equazioni indicate per-<lil''),jÌ3i''l,... jI^M,^, e som- 
miamole. È facile riconoscere che il coefficiente 
di x" riesce zero, e quindi resta solo al secondo 
membro il determinante che si ricava da A), sosti- 
tuendo le //' alle y, ii qual determinante, come 
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abbiamo detto, è eguale a ir. Dunque deve essere 
à,. := qualunque sia l' indice r. 

Di qui si rieaYa ancora che il determinante A',.. 
ottenuto sostituendo in A,- alle y le j/', è anche zero 
qualunque sieno i valori 

iCp+i. . .Xn_ 

Per i teoremi sui determinanti nulli |v. para- 
S^rafo precedente) gli elementi dell'ultima linea 
in à'i- devono essere le medesime combinazioni li- 
neari omogenee degli elementi delle linee paral- 
lele, cioè, qualunque sieno le Xp-{.\ . . . x„, deve a- 
oersi per qualunque r=p + I, . . . in: 



ari = X c«,i + p «2, 4- . 


■ ■ -t['- <-h\ 


(tr2 ^ a «13 -h [^ «22 + ■ 


. . ^- '.'■ api 


arp = ' «ip -1- fi ns,p + . 


. . + « app 


y'r — « y'j + |ì /a -1- . 


■ ■ +^y'p 



In quest'ultima relazione sostituiamo alle y' i 
loro valori, e osserviamo che quella rekzione deve 
sussistere qualunque sieno i valori assegnati a 
Xp+i-..Xn Con ciò l'ultima relazione si scinde 
nelle seguenti altre : 

y-,- ~9-Vx +^Vi + . . ■ ■'r V-Vp 
arp-{-\ = K ffliiH-i + P «2,pfl H- . . . + [J- «jjì)+l 

a,-n =^-^-a^n -h P «-i," -;-... -V\'-apv. 
Tutte queste relazioni mostrano che se molti- 
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plichiamo le prime p fra le (1) rispeUiyamente 
per «ifJ.-.iJ- e sommiamo, abbiamo esattamente 
la equazione r'"" fra le (1); cioè tale equazione 
r'"" è una oonaeguenza delle prime p. "Potendo r 
essere eguale &, p + l . . .m sì ha : 

Se tutti i /^r sono zero, allora il sistema delle 
m equazioni date si riduce al sistema delle pri- 
me p; cioè le ultime m~p non sono che combi- 
nazioni lineari delle prime p di esse- 

Occupiamoci allora solo delle prime p equazioni 
messe sotto la forma (3 ). 

Moltiplichiamole rispettivamente per i comple- 
menti algebrici degli elementi della i'"" colonna 
nel determinante A, e sommiamole. 

I coefficienti di x^ .. . xi—i wi+i . . . a^j risultano 
zero perchè risultano la somma dì prodotti degli 
elementi di una colonna di A per i complementi 
algebrici degli elementi di una colonna parallela. 
Il coefficiente di ic; risulta eguale al determinante 
A, e ai ha quindi 

A -x; -■■ A<.-ii 

dove ^i''' e il determinante ottenuto da A sosti- 
tuendo agli elementi della colonna i'"" gli cb- 
uienti ì/i . .. y'p. 

Essendo A diverso da zero, da questa formola 
si ha 



Fermiamoci un momento a considerare questo 
risultato. Se 23 — n, allora il secoudo membro è 
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una quantità ohe non dipende più dalle ic, e quindi 
con questa forinola si hanno valori 'fi-niti per le 

Xi .. . Xp. 

Inoltre allora il sistema non aimnette che una 
soluzione perchè le (4 forniacono per xi un unico 
valore. 

Se p<n allora il secondo membro è uu'espreB- 
sione lineare in Xp\-\ . . .Cd. Assegnando a tali va- 
liabiJi dei Pilori finiti qualunque si hanno calori 
finiti e determinati pei le Xi ip il sistemi 
ielle equazioni date non ietermmi illora in modo 
unico le ineognitt mi ad « — p di esse possono 
assegnaisi viùonaibitraii e le alti e ^ restano uni 
vocimente deteimmate Le soluzioni del sistema 
sono allora in numero munito e piopiiimente 
n—j volte infinito perchè ad n—p mcognite 
possiamo isseijnare yaloii aibitmi Qualunque 
soluzione del sistema non può esseie che com 
presi fia quelle ricalate in questa ini,nie a [er 
che supposto che 
jj = ffi, . . .,Xp - ap iXp+ì Wij+ii - . ., t), = «ji 

sia una soluzione del sistema di^to, essa dovrà in- 
tanto soddisfare alle prime p equazioni messe eotto 
la forma (3) e anche alle (4), nelle quaU poeto 
Xp+i = ap+-t, .-.;«,(= a,i non può che aversi per 
Xi il solo valore Oi , perchè le (4) forniscono per 
X{ {i^l ,. ..j}) un unico valore quando sieno fis- 
sati Xp+l . . . Xn. 

Come ai vede, basta supporre tutti i à.,. eguali 
a zero perchè ai possa dire che esiste sempre al- 
meno una soluzione del sistema; d'altra parte la 
condizione i,- = è anche necessaria perchè le 
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equazioni sieno compatibili, cioè perchè sia pos- 
sibile almeao una soluzione. Dunque le condizioni 
a,. := (r = 1 , 2 , . . . m) sono necessarie e suffi- 
cienti per la compatibilità delle equazioni. 

Possiamo a queste condizioni assegnare una for- 
ma pili concisa udì elegante. (Capelli, Rivista di 
ìnatematica, v. IT, 1892.) 

Consideriamo la matrice 

. . . aiH ?/, ■, 



i matrice non può avere una caratteristica 
inferiore a p, perchè almeno è diverso da zero il 
determinante delle prime p linee e colonne, cioè 
il determinante A. Inoltre essendo zero tutti i 
ir, saranno zero tutti i determinanti formati aggiun- 
geodo ad A l'Tiltima colonna, e una qualunque 
linea, ed essendo poi di caratteristica p la matrice 
delle a, saranno anche zero tutti i determinanti 
ottenuti aggiungendo ad A una qualunque altra 
colonna e qualunque altra linea. Possiamo quindi 
dire che la precedente matrice è di caratteristica 
p, e d'altra parte, se essa è di caratteristica p h 
evidente che tutti i ài- sono zero perchè sono de- 
terminanti di ordine ^ + 1. Possiamo dunque con- 
ehiudere: perchè le eguasioni date sieno compa- 
tibili, cioè ammettano una o pitt soluzioni, è ne- 
cessario e sufficiente che la matiHce dei coefficienti 
e la matrice {B) abbiano la stessa caratteristica. 
Se questa condizione è soddisfatta, abbiamo 'vi- 
sto che il sistema di m equazioni si riduce ad un 
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sistema di sole p eqnazioni, e le altre vt — p sono 
dipendenti da queste. Lo p equaKÌoni sono certa- 
mente indipendenti, cioè fra esse non esiate al- 
cuna relazione lineare omogenea, perchè aUrimenti 
fra gli elementi delle colonne di A suseieterebbe 
una medesima relazione lineare omogenea, e A 
sarebbe zero contro l' ipotesi. 

Possiamo quindi dire : 

La caratteristica p della matrice del sistema 
rappresenta il numero massimo di equazioni fra 
loro indipendenti contenute nel sistema dato. 

È utile notare ora il Cftóo speciale in cui il nu- 
mero delle equazioni è eguale a quello delle in- 
cognite, m — n. 

Se allora il determinante dei coefficienti è di- 
verso da zero, la caratteristica p sarà eguale ad h, 
e il sistema ammetterà sempre una sola soluzione; 
se invece il determinante dei coefficienti è zeì'o, e 
ha per caratteristica p, ed è anche p ìu caratteri- 
stica della matrice formata aggiungendo alla ma- 
trice del determinante dei coefficienti, la colonna 
dei secondi membri delle equazioni date, queste 
sono compatibili, si riducono n sole p, e ammettono 
infinite soluzioni (oo"— »). 

Se m ^^ » + 1, cioè il numero delle equazioni 
supera di un'unità quello delle incognite, allora la 
matrice (B) diventa quella di un determinante di 
ordine n -h 1. La matrice dei coefficienti contiene 
determinanti al massimo di ordine n; quindi per 
la coesistenza delle n 1- 1 equazioni la matrice (B) 
dcTe avere una caratteristica minore dì n -i- 1, 
e perciò il d eterni in ai ite di ofilino n i- 1 deve es- 
sere zero, cioè: 
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Per la coesistenza dÌn + \ equazioni fra n in- 
cogniU il determinante dei coefficienti e dei ter- 
mini noti deve essere zero. 

Cousideriamo ora il caso in cui sieno zero tutti 
i seCMidi membri delle equazioni date, cioè che 
sieno date m equazioni lineari delia forma: 



!- ai» CGn = 



(Imi iSi + . . . + am,t Xn = 

Tali equazioni si sogliono chiamare omogenee. 

Allora i determinanti A,- sopra considerati sono 
certamente tatti zero, e quindi esiste sempre al- 
meno una soluzione del sistema. Ciò corrisponde 
al fatto che ci sarà sempre almeno la soIukÌotic 

a:, = 3^2 = 0. . . rr>, = 0. 

Dalla teoria precedente risulta ancora che se la 
caratteristica della matrice dei coefficienti ò ^^ ^ h 
allora esìste una sola soluzione, la quale quindi 
non può essere che quella ora indicata; quindi 
possiamo conchiudere: 

Perchè un sistema di equazioni omogenee am- 
metta una soluzione diversa dalla aohmone evi- 
dente ,-^1 ^ i^a ^ ■ . ■ =^ ■'Cn = è necessario che la 
caratteristica della matrice dei coefficienti sia mi- 
nore di M, cioè del numero delle incognite. 

È evidente che la caratteristica della matrice 
non può essere maggiore nò di m né di ii, e al 
massimo potrà essere eguale al minore di tali due 
numeri. Sem<w allora, poiché certamente la ca- 
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ratteristica p sarà minore di n, vi saranno certa- 
mente Yalori non tutti nulli delle incognite ohe 
soddisfano tutte le equazioni. 

Per m = M si ha: 

Perchè un sistetna di n equazioni lineari omogenee, 
ad n incognite sia soddisfatto da valori no» tutti 
nulli delle incognite, deve essere zero il determi- 
nante del sistema. 

In un siffatto sistema il massimo Talore della 
caratteristica p può dunque essere ra — 1. Dalia 
teoria generale risulta che allora vi è una semplice 
infinità (n — (w -^ 1) ^ 1) di valori delle x che 
soddisfanno le equazioni, e che inoltre n ~ 1 equa- 
zioni sono indipendenti e I' ultima è conseguenza 
delle prime. 

Un minore di ordine n — le diverso da zero 
sia quello delle prime n — 1 colonne e linee ; allora 
sono indipendenti le n—-l equazioni 

«Il a-, + . . . + «la -Xh ~0 ] 



! complementi algebrici degli elementi dell'ultima 
linea nel determinante di ordine ìi delle a. 

Tali complementi algebrici non sono altro che 
i determinanti di ordine n — l contenuti nella 
matrice dei coefficienti delle (6). 

Per lo proprietà dei determinanti è evidente 
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che ponendo in luogo dello x nelle (6) le quantità 

? Ani , p Ah2, ■ ■ . ? Ann 

essendo p una qualunque quantità, le (6) restano 
tutte identicameote soddisfatte- Tali quantità sono 
perciò le soliizioni del sistema, in numero sempli- 
cemente infinito. 

Dunque : 

Se si hanno n— \ equazioni lineari 
fra n incognite, con matrice diversa da . 
(v. paragrafo pi'eeedente), le incognite sono pro- 
porzionali ai minori di ordim n — 1 contenuti in 
tale matrice. 

Dall'osservazione testé fatta ohe la caratteristica 
p non può superare il minore dei due numeri ni 
e M, e ricordando che p rappresenta proprio il 
numero delle equazioni lineari fra loro indipen- 
denti, si ha : 

Non possono darsi più di n equazioni lineari 
omogenee fra loro indipendenti fra n incognite. 

Il problema che abbiamo trattato in quésto capi- 
tolo sulla risoluzione delle equazioni lineari è sto- 
ricamente famoso massime per la teoria dei deter- 
minanti, come quello che in certo modo iia dato 
origine al concetto stesso dei determinanti. 

La formola (4) si chiama la forinola di Crumer 
perchè in certo modo si può ritenere come data 
da quell'autore in un'opera celebre ai suoi tempi, 
(Geambe, Introduction à V analyse des lignes 
courbes algébriques. Genève 1760.) IÌ problema, 
insieme all' altro dell' eliminazione a cui è assai 
affine, fu trattato da EunERO {Nottvelle metliode 
d' éliminer Ics quantités inconnues des equations. 
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Aoc. di Berlino, 1764.) ; Bezout (Acad. de Paris, 
1764; Théorie ffénérale des équations. Paria 1783.); 
Vandermonde {Mémoire sur l'élimination, Acad. 
(le Paris, 1772. II partie, p. 516.); Laplace (Ac. 
de Paris. 1772, li partie, p. 294). 

L'introduzione del concetto di caratteristica, co! 
quale si acquista tanta generalità ed eleganza nella 
trattazione del problema, è di data recente. Si 
può vedere a questo proposito la nota di EouOHft, 
(Comptes Rendus de Paris, 1875) e piò recente- 
mente aaeora la nota di Capelli (Rivista di ìnat- 
1892). "V. anche i pregevoli trattati di algebra di 
Cesàro (Torino, 1894) e Capelli (Napoli, 1895], 
e la nota di D'Ovidio. (Ricerche sui sìstetni in- 
determinati di equazioni lineari. Aec. di Torino, 
Voi. XII, 1877). 

Si poBsono adoperare i determinanti per la riso- 
luzione di un sistema d'equazioni non più lineari. 
Per un sistema di w — 1 equazioni lineari e una 
quadratica si può vedere. 

lÌAUS, Aiiflosunff eines Systems vou Gleich., 
wormitcr cine quadrai., die and. linear. (Zeitsch. 
f. Math. u Phya Yol. SIY, pag. 129). 

Vbrslitys, Applications des déterin. à l'algebre 
etc. (Arehiv f. Math. u. Phye. Voi. LUI, p. 138.); 
o per la risoluzione di un sistema di n — 2 equa- 
zioni lineari e 2 quadratiche si vegga 

(ItTNnBL FINGER, Aufl. eincs Syst. etc. (Zeitsch. 
r. Math. mid Phys, Voi. XVIfl,' pag. 1343.) 



yGoosle 



§ 57. — Risultante di due equazioni. 267 



t; 57. -- Kis(jr.TANTE T>r t>utì equazioni. 

DlSORUTTNANTE DI Us' EQUAZIONE. 

La risultante di due cguazioiii ù ima funzione 
intera razionale nei coefficienti delle due equazioni 
fi tale che il ano annullarsi ò condizione necessaria 
e sufficiente perchè le due equazioni abbiano nna 
radice comune. 

La costruzione delia risultante fu fatta da Eu- 
lero {Mem. di Berlino, 1748, pag. 234; 1764, pa- 
gina 96j, Bezout (Mém. de Paris, 1764, p. 298), 
IvAGRANGE {Mem. di Berlino, 1769, pag. 303 . 

Jacobi adoperò a questo scopo i determinanti. 
{Creile. Vo!. SV, pag. 101 (1835).) Sono da no- 
tarsi poi ancora: 

Sylvkster {Phil. Magaz.. 1840; Phil. Trans., 
1853, pag. 516). 

RiCHELOT (Creile. Yol. XXI, pag. 226). 

Hbsse (Creile. Voi. XXYII, pag. 1). 

HosBMHAiN 'Creile. Yol. XXYICI, pagina 268; 
Voi. XXX, pag. 157). 

Hesmite (Creile. Yol. LII, pag. 47). 

Oatley {Phil. Trans., 1857; Creile. Voi. LIII, 
pag. 366; Creile. Voi. LX, pag. 373 . 

BmoscHi, Sur une nouvelle propriété du ré- 
sultani de deux équatìons (Creile, Voi. LUI, pa- 
gina 372, 1857.) 

BoEGHABDT {Creile. Voi. LUI, pag. 367; Yo- 
Inme LVIT, pag. 112; paiT. 183; Perl. Monatf^h., 
1859, pag. 376).' 
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Faì di Bruno, Note sur un théorème de M- 
Briosehi. {Creile. Voi. LIV, pag. 283, 1857.) 

Kroneckee {Beri. Monatsb., 1865, pag. 690; 
1881). 

Olebsch, Ueher die Eliminatian aus zwei Gleich. 
S. Grades. {Creile. Voi. LXIV, pag. 95, 1865.) 

Baltzeb {Determinanten, § 11; Leipz. Berickte, 
1873, pag. 530). 

Daebous {BuUetin des sciences math., 1876, pa- 
gina 56; 1877, pag. 54\ 

Hioux, Ann. École norin. Voi. X-XI (2.* su- 
rie», 1881-82. 

Igei., Einige Salse und Beweise zur Theorie 
der Resultante. (Sitzuiigsberich.Akad. WieD. Vo- 
lume LXXVI, 2." p-, pag. 145, 1877.) 

Lemonnier {Ann. Ecole norm. Voi, VII (2." 
sèrie), pag. 77, 151, 1878). 

Stephasos, Mém. sur l'élimìnation. {Annalea de 
l'École nornmle, 1884, pag. 328 — v. pag. 376.) 

SoHRRiBNEB {Leipzig. Berickte, 1888). 

Stahl, Ueber eine neue Darst. der Resultanten 
zweier Eormen gleìcher Ord. (Math. Ann. Volu- 
me SXXV, pag. 395.) 

Gabbiiìibi [Giorn. di Batt. Voi. XXX, Accad. 
Gioenia in Catania. Voi. IV, serie IV, 1893). 

Mbter, Ueber die Structur der jyiscr. und Re- 
suU. von binàren Formen. (Aeta math. Voi, XIX, 
pag. 385, 1895.) 

LiiROTH {Zeits. f. Math und Phi/s. Voi. XL, 
1895). 

NoBTHEB {Erlang. Berichte, 1895). 

NiiiTTO, Ziir Theorie der Resultanlen. Creile. 
Voi. CXVI, pag, :ì3, 1896.) 
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È importante lo studio della risultante dal punto 
di vista della teoria degli invarianti, e la espres- 
sione di essa mediante gli invarianti fondamentali 
del sistema delle due forme algebriche date. Sono 
moltissimi i lavori fatti in questo indirizzo, ma 
noi non possiamo entrare nella loro trattazione. 

Ci limiteremo a studiare il risultante da! punto 
di vista dei determinanti. 

Sono varie le forme del determinante che può 
rappresentare la risultante di due equazioni; ciò 
dipende dai diversi metodi che si possono seguire ; 
così il metodo di Bezout dà luogo ad un determi- 
nante di ordine w (se « è il maggiore fra i gradi 
delle due equazioni date), e il metodo di Eulero, 
che fa giungere allo stesso risultato cui si giunge 
col cosiddetto metodo dialitieo di Sylvester, dà 
invece un determinante di ordine m + n se m, n 
sono i gradi delle due equazioni. 

Siene 

1^ (so) -- «0 .*"" 1- fl| a;'"-! -I- 02 «"'-^ -| ■ ...-]- am =^ 
'i (x) ^ bo 00" -I- ^ a;"-i + b^ x"-^ +... + &» =0 

le due equazioni date. 

Moltiplichiamo la pruiia per 



e la seconda per 



Abbiamo in tutto n t- m equazioni che debbono 
coesistere se le due equazioni date sono soddisfatte 
da una medesima radice x. Le n + m equazioni 
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sono lÌEeiiri non t 

a>'+"'-i, iC"+'"-^ . . . a.^ X, 

elio sono in numero di n + m — 1. 

Per la compatibilità di queste n + m equaKioni 
lineari deve essere zero il determinante dei coef- 
iicienti cioè 



n, 




ò„ bi h, 

ho h 
fio 



Questo determinante è di grado n nei eooffieicnti 
di _tf e di gr&àa ni in quelli di ■\. 

È facile ora mostrare che l'annullarsi di questo 
determinante è anche condizione sufficiente perchè 
le due equazioni abbiano una radice comune. 

In effetti consideriamo le ih + ii equazioni già 
costruite 






!p(.)=0, 

, } ix, = 0. 



Queste equazioni sono lineari omogenee in 
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Se il loro determinante è zero, quelle equazioni 
coesistono, e sopprimendone una, p. es. l'ultima, 
sì ha dalla teoria delle equazioni lineari omogeneo 
che le variabili che sono 

sono proporzionali ai minori contenuti nella matrice 
dei coefficienti; i quali minori saranno i comple- 
menti algebrici de^li elementi dell'ultima Huea 
nel determinante li. Supposto dunque che tali 
complementi algebrici non sono zero, poaaiamo 
intanto conohiudere : 

Se B^O i complementi algebrici degli elementi- 
di una linea qualunque nel determinante K, se 
non sono zero, formano ima progressione geome- 
trica, cioè il rapporto di due consecutivi è costante. 

Ciò costituisce una noteyole proprietà del de- 
terminante E. 

Siene allora 

■fm+/,-ì, Tw'4-"-:;, ■ ■ ■ '.'1, Tu 

i complementi ali^ebricì degli elementi di una li- 
nea in B; supposto jS— e Vo diverso da zero 



cioè questo valore di ic è quello che fa coesistere 
tutte le equazioni, e quindi le due equazioni date 

hanno per radice comune x'^ _ . 
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Supponiamo ora che sieno zero Ì complementi 
(li tutti g'ii eiementi in li cioè tutti i minori di 
ordine m + n — l, e che almeno un minore di 
ordine ut + m — 2 aia diverso da zero; sia questo 
p. es. quello ottenuto togliendo le due ultime co- 
lonne e le due ultime linee. Allora dalla teoria 
delle equazioni lineari, si sa che fra le m r n equa- 
zioni precedenti, le ultime due sono conseguenza 
delle altre. Nelle prime m -]- « — 2 equazioni rac- 
cogliamo i termini in ic^ e a;", e allora oftnuna 
di esse risulta con m + n — 1 termini moltiplicati 
rispettivamente per 

^m+n ~l^ /c^^+i^-^^ . . . iT^, 1 

gli ultimi termini essendo poi a loro volta funzioni 
lineari di iC. Applicando lo stesso teorema di 
poc'anzi, che cioè le variabili sono proporzionali 
ai minori contenuti nella matrice dei coefiioienti, 
si ha 



1 h 

dove ò(, è il minore di ordine m\-n — 2 supposto 
diverso da zero, e \ k quello che da esso ai ri- 
cava aostituendo all'ultima colonna, la colonna dei 
termini in x^ e 3;", raccolti in uno, nelle yarie 
equazioni. Onde ò^ sarà in generale una funnione 
lineare in ce, e quindi la relazione precedente è 
soddisfatta da due valori di 3° che soddisfanno poi 
contemporaneamente le due equazioni date. Que- 
ste hanno dunque due radici comuni 

IJosì si può seguitare, e ricaviamo quindi infine: 
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Se K = certamente le due equazioni hanno 
almeno una radice comune; secondo poi il valore 
della caratteristica di M, varia il numero delle 
radici comuni alle dite equazioni; propriamente 
se U ha per caratteristica m ■\- n — k, cioè sono 
nulli tutti i minori di ordine superiore a m + n — k 
sensa essere nulli tutti quelli di ordine in + n — k, 
allora le due equazioni avranno k radici 'co- 
muni. 

{Per queste coiisiderazioui si può vedere Bal- 
TZEB, Op. cit.) 

Siamo cosi condotti a propot'ci quali' altro pro- 
blema più generale: Quali sono le condizioni ne- 
cessarie e sufficienti perchè due equazioni ammet- 
tano k radici comuni ? Le condizioni trovate poco 
fa ci si presentano solo sufUcienti uon necessarie. 

Tali condizioni ci si presenteranno sotto una 
forma assai facile e analoga a quella delle condi- 
KÌoni sufficienti ora trovate, se prendiamo in con- 
siderazione un' altra forma della riauìtante e pro- 
priamente quella cosiddetta di Bezout. Seguiremo 
in ciò le dae già citate note di Darboux. 

È importante notare che uno studio analogo 
ma prendendo in considerazione nou il risultante 
sotto la forma di Bezout, ma sotto la forma di 
Eulero, ai deve al G-abbibki, Sulla teoria dell'eli- 
minazione fra due equazioni. (Aoc. Gioenia di 
di Catania. Voi, IV, serie IV.) Le condizioni ne- 
cessarie e sufficienti per l' esistenza di p radici 
comuni furono date da Kroneoker mediante l' an- 
nullarsi dei determinanti di una certa successione 
a capo di cui c'è la risultante. (Vedi ICbonbckbe, 
Acc. Berlino, 1881; Netto, Creile, Voi. CXVI.) 
Paboal. 18 
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Dal punto di tìsU della teoria degli invarianti 
ai può vedere Gordan, Math. Ann. Ili e i nu- 
merosi lavori che ne dipendono. 

Indichiamo per sommi capi qual'è il metodo di 

BGKOUt. 

Cominciamo col supporre le due equaKioni di 
gradi eguali m = n. 

Moltipliobiamo la prima per b^ e la seconda 
per Og e sottragghiamo. Si lia un'equazione di 
grado n — 1 dei tipo 

(ciilio ~ n(,bi)x"-^ + {a^bo — ff„^2) a;"-^ -h . . . + 
+ (a»bo-aohn)=0. 

Moltiplicando ora la prima equazione per 

bg a; -h /;, 

(! la seconda pei' a^x ì- a, e sottraendo si ha an- 
cora un' equazione di grado n — -le propriamente 

(.riì bo — «0 h) iC"-^ 1- [(«3 bo — «0 ^sì + 
+ («.6, -«a&JliC"-3 I- ... =0. 

Cosi si può continuare moltiplicando la prima 
equazione per Sq at- -t- 6, ;» -|- S^ e la seconda per 
«0 a;* H- a, s + «a e sottraendo; e così dì seguito. 

Si ottengono in tutto n equazioni di grado n — 1, 
o per la loro coesistenza deve essere zero il de- 
terminante di tutti i coefficienti. Ponendo in ge- 



{(Ubj-a;bi)={ij) 
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si ha il determinauto 

(10) (20) . . . (mO) 
(20) (30) + M2) . . . (n\) 



= 0. 



(nO) btl) ... {n,n - 

Si ha un determinante aimniotrieo (li ordino «, 
e di grado n nei coefficienti di ciascuna delle due 
equazioni. 

Se le due equazioni non sono del medesimo 
grado si possono ridurre a! medesimo grado mol- 
tiplicando quella di grado minore per un'oppor- 
tuna potenza di x; si potrebbero cosi ottenere 
tutte le n ei^uazioni che sì ottengono neil' altro 
caso; però con questo metodo si otterrebbe un 
determinante dello stesso grado nei eoeiìicienti 
delle due equa7Ìoni; siccome sappiamo che la ri- 
sultante deve essere di grado n nei coefficienti 
dell'equazione di grado m, e di grado m nei coef- 
ficienti dell' equazione dì grado «, così è evidente 
che in questo caso dovrà, staccarsi un fattore di 
grado n — in (n > m] nei coefficienti dell'equazioue 
di grado minore. 

Possiamo del resto giungere al risultato senza 
fattore estraneo, se in luogo di formare n equa- 
zioni col metodo indicato, se ne formano suoceaai- 
vamente solo m, e per le altre n — m equazioni 
si scelgono le seguenti 

x"~"'-^<f[x) =0 



x'> ? ipc) = 0. 

tutte di grado eguale o minore ad «- 
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Allora non si otterrà più un determinante sim- 
metrico; ma le primo m linee souo formate come 
avanti, e le altre n — m inrece sono formate coi 
coefficienti della equazione di grado minore. 

Per » — '):, H). = 2 ai ha p. ps. il seguente de- 
terminante 

((fi ij-flo^i\ («a io -f'o^s* 1 ~ ^3 «0 1 -'Aitto 
(a2h~<^i>^h\'/h '-"] -«i^'s — «n^s), — «I ^3' c/obi, - &^ «i 



Coi metodo di Bezoiit si hanno dunque in ogni 
caso sempre determinanti di ordine «, meotre con 
quello di Eulero si ottengono determinanti di ordine 
w + in. I due determinanti sono del medesimo 
grado nei coefficienti delle due equazioni e sono 
trasformabili l'uno nell'altro. 

Noi non Togliamo entrare nei dettagli di questa 
trasformazione, per la quale si può vedere: 

Teudi, Deterin. p. 101; BALTZj-ia, [hienn. 5." 
edizione, p- 123. 

Vogliamo invece passare a di:nostrare questo 
teorema di Dabboux (op- cit) : 

Le condizioni necessarie e sufficienti perchè le 
due equazioni di gradi m, n, (m^n) abbiano p 
radici comuni è ohe la matrice del determinante 
di Bezout abbia per caratteristica n — p. 

Per dimostrare che la condizione è sufficiente 
si può seguire perfettamente lo stesso metodo se- 
guito nel caso del determinante di Eulero, inquan- 
toehè anche qui il determinante di Bezout non è 
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nitro che il determinante dei coefficienti di certe 
II, equazioni lineari omogenee nelle n quìiiitità 



11 ragiouaraento sarebbe lo stesao e ijuiiidi ci 
esoneriamo dal ripeterlo. 

In quanto al dimostrare che le condizioni indi- 
cate sono necessarie, eccone la dimostrazione di 
Darboux. 
l'oniaiHo 

b.'^ia;) - a„'\(.c) -U{x] 
Ih, ■'■ + /',' ? (iP) ~ ■«<,« -^ «il ■]■ {x) -= fi (a^} 

ib.x"'-^ + ...)<^{x)- (.a^X»'-^ +...^(i->} = U~i i^). 

Il determinante di Bezout è quello dei coefficienti 
(Ielle seguenti equazioni di f(rado ei,'uale o inferioro 

ad u- 1; 







^w= 


= 




r. 


ftw= 


= 




.-1 ix) = 


-0 


,T" 




-.,(»:) = 


= 



Slip poniamo ora che <p e '1 abbiano un fattore 
iomUTie di strado p, e sia F{v); allora è evidente 
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che tutti i priiiii membri di queste equazioni avranno 
per fattore F{x), e potremo BCrivere 

f,(x]= F,{x)F(^) 



f,n~i{^)-- F.n 1(X)F(X) (2) 

-"'-^<f(a;;=^x"-"<-'-'fi{w)Fi^) \ 



x'><ù{x',^ ai''<o,'cc)F,x) I 
; inoltre sia ancora 

i ^i ti j-i non abbiano altro fattore comune, 
Ponenflo allora 



(c^ Fico', = z^ 



-^F{w)^ 



è evidente che tutti gli n polinomi (1) possono 
esprimersi linearmente e omogeneameute mediante 
ZqZ\ ..■Zn-p-\ che sono poi a loro volta esprea- 
sioni lineavi in 



Ora io dico che per la coesistenza delle (1) d(s- 
vono essere le z identicamente zero. 
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si trova 

cioè il sistema delle equazioni 

è riducibile a quello delle equazioni 

= Po f 1 («?) — '0 11 (ìk) =" 

, =; Po £» + p,) fi (a;) - («0 X + '..,) il (ìbj . 



n-p-l - 



^,^Hi-ìi-i ^ ,..'^^^[:c) — (k,,^"'-p-i + ,, .) 1^, (a;) =- 0. 



Se eoi metodo di Bezout si yuoi trovare la ri- 
su! tante di <f [ "= e -l'i ^= di gradi m — p, n — p 
8Ì deve appunto costruire il determinante dei coef- 
licienti delie n — p equazioni 

F', = ii", =0 . . . F',n-p~i -=0 

Tal determinante è dunque diverso da zero 
perche ifj e 4"! non hanno fattori comuni per ipo- 
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tesi; iatauto, per le osservazioni testé fatte, tal de- 
terminaute è lo stesso di quello delle equazioni 

i^o = . . . Fm-p-i^O 
iC"-"'~J ?! (a;) = , . . *" f, («) = 0. 

So ili queste equazioni ogni poteuza di x la 
moltiplichiamo per F{x), abbiamo tante equazioni 
lineari in g„ «, , . . i cui coeifieienti sono evidente- 
mente gli stessi dei coefficienti di queste medesime 
equazioni considerate lineari nelle diverse potenze 
di X. Abbiamo dunque che n — m equazioni hneari 
nelle n — m, z hanno il loro determinante diverso 
da aero, e quindi non esistono altri Talori che i 
valori zero delle 2, che possono soddisfare con- 
temporaneamente quelle equazioni. 

Le )' equazioni (If sono dunque tutte combina- 
zioni iiueari dflle altre equazioni fra le medesime 
variabili 

3„c=0, ^i— 0, . . . Z„-p-l^i) 

in numero di ìi — p. Dunque di quelle n equazioni, 
almeno p sono conseguenza delle altre, e quindi 
per un teorema sulle equazioni lineari, si ha che 
la caratteristica del determinante dei coefficienti 
di quelle equazioni non può essere maggiore di 
li^P'-, non può poi essere neanche minore altri- 
menti ripetendo la piima parte della dimostrazione 
(quella riguardante la sufficienza delle condizioni) 
si ricaverebbe che le due equazioni avrebbero 
più di p radici comuni contro l' ipotesi. 

Se, come abbiamo detto avanti, seguendo il 
G^arbieri, si vuol fare ia ricerca analoga ma pren- 
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dendo in considerazione il determinante di Etileio, 
al trovano condizioni analoghe a que&te ma non 
iifeieatiai ad una matiiee quadiata, sibbeue ad 
una oeita raatiice lettaogolare contenuta jìp\ de- 
terminante di Euleio 

Tale mitrice rettangolare e quella ricavata dal 
deteimmante di Eulero pieadendo k n — 7^ + 1 
prime linee delle a, e le m — y^ *- 1 pnine lineo 
delle h, e eopprimendo le ultime i? — 1 colonne 
che restano allora formate solo con elementi zero. 

La condizione perchè tì sieno p radici comuni 
è ohe questa matrice sìa smnplicemente nero, cioè 
che abbia per caratteristica m + n — 2p-\-\^ cioè 
che sieno zero tutti i determinanti dì ordine mas- 
simo in essa contenuti (che sono a^ipunto di ordine 
m -\-ii — 2^ + 2) ' e non lo sieno tutti quelli di 
ordine inferiore. 

Altri metodi per la ricerca della risultante sono 
quelli dì Caylbt. {Creile. Yol. LlIT, pag. ^66.); 
:n. (Creile. Voi. XXX, p. 157.) e Bon- 
.T. (Creile. Voi. LYII, p. HI.) 

Dal punto dì vista della teoria delle forme e 
fondamentale per lo studio della risultante ìa me- 
moria di GoBDAN. (Veher die Bildung der JReml- 
tante zweier Gleichungen. Math. Ann. Yol- III, 
p. 383.) 

A questo lavoro si riattaccano tanti altri che 
ci dispensiamo dal citare percliè si entra in un 
campo che ò quello della teoria degli invarianti e 
non è più quello del determinanti. 

Una ricerca che ha molta affinità con quella delta 
risultante è la ricerca del discriminante di un'equa- 
zione. 
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Si chiama discriminante di uii' equazione quella 
funzione razionale intera dei coefficienti che egua- 
gliata a zero rappresenta la condizione necessaria 
e sufficiente perchè V equazione abbia due radici 
eguali. 

Si sa dall'algebra che quando un'equazione ha 
due radici eguali, allora tale radice è anche radice 
della prima derivata del [irimo membro dell'equa- 
zione, e viceversa se l'equazione ha una radice 
comune colla prima derivata essa avrà una radice 
doppia; onde ne viene che la ricerca del diseri- 
minaute si riduce alla ricerca della risultante del- 
l'equazione data e delia sua prima derivata egua- 
gliata a zero. 

II nome di discriminante viene da SyÌTeater 
(Phil. Magaz. 1851, II, p. 406). 

Espresso mediante ie radici sarebbe facile tro- 
vare il discriminante, perchè è chiaro che se si 
forma il prodotto di tutti i quadrati delle diffe- 
renze delle radici a due a due, si ha un'eepresaione 
che, essendo simmetrica nelle radici, è esprimibile 
mediante i coefideienti dell'equazione, e che d'altra 
parte se è zero esprime che due radici sono eguali, 
e se due radici sono eguali essa è certamente zero. 

Ora noi sappiamo che 

Il 1 ... 1 



ì eguaio al prodotto delle differenze delle quantità 
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I prese a due a due, dunque possiamo eouehiudere 
elle il descriminante è il quadrato di questo de- 
terminante. 

Eseguendo questo quadrato per linee e introdu- 
cendo le somme delle potenze simili delle radici, 

.V^V+ V'+ ... +^.2' 
si ha che esso resta espresso dal detenni ii ante 
(del tipo di Hnnkel, v. § 19) 



I Sji-l S,i 3h+1 . . , Sl,i-\ j 

11 discriminante, calcolato come risultante di f 
e della sua prima derivata, risulta i! determinante 
(li ordine 2h — 1 



nuo 



[n ~ 2) «3 
{n-ì)a, 



le liuee della prima specie son 
-le quelle della seconda apeci 
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di n. Si ha un' eapreasione eTÌdentemente divisibile 
per dot e, soppresso questo fattore, ogni termine 
reata di 2n — 2'"" gmdo nei coefficienti dell'equa- 



§ 58. — PeOPKIBTÀ VARUì; dei njlTEHMINANTl 

FUNZIONALI. Teoremi di Jacobi. 



I determinanti funzionali furono cominciati a 
studiare da Jacobi. (Creile, Voi. XII, p. 38; Creile 
Yol. XXII, p. 319; Vovlesungen iiber Dynamik 
p. 100.) e perciò furono anche chiamati Jacobianl 
da SyUester. 

Altri lavori sui determinanti funzionali sono 
quelli di 

SrjùVESTEE {Phil. Trans., 1853. T. CXLlll, 
pag. 476). 

Caylby {Creile. Voi. LII, pag. 276'. 

DoMKiN IPhil. Trans., 1854, pag. 72 . 

Kegneckeb {d'elle. Voi, LXXII, pag. 155). 

Clebsoh {Creile. Voi. LXIX, pag. 395). 

Neijmahn {Matti. Ann. Voi. I, p. 208, 1869). 

Oasorati {Istituto Lombardo., 1874). 

ToBBLi.1 [René. Gire. mat. Palermo. T. VII, 
pag. 75, 1893). 

senza citare numerosi altri lavori che più o meno 
direttamente si riattaccano a questa teoria. 

Si abbiano n funzioni ?/i'j^ ... Vn di n varia- 
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V, ifj . . . i»„ . Si formi il determinante 

I d?i, dy, dìh 



dVi dy»_ dyii_ 

^.-r" a'iTj ' ■ ■ Sic,, 



Esso si chiama il determinante funzionale o 
Jacobiano delle y. La maggior parte dei teoremi 
che troveremo su tali determinanti, pongono in 
yista una notevole analogia esistente fra essi e le 
derivate delle funzioni di una sola variabile; è 
perciò che si usa per tali determinanti i! simbolo : 

dd/uV^ ■■■?/«) 
3(V,,ira .. .X,,)' 

E evidente dalla forma di ./ che i suoi minori 
sono anche determinanti funzionali; solo clie al- 
cune delle funzioni date non più vi compariscono 
e alcune delle variabiU non sono più considerate 
come tali. 

Una prima proprietà importante degli jacobiani 
è la seguente: 

Si immaginino le y^ pi ■■■ y» funzioni delle 



e queste a loro volta funzioni delle «, •. . x,,; allora 
V jacobiano delle y rispetto alle x è eguale al pro- 
dotto dei due jacobiani delle y rispetto alle z, e 
delle z rispetto alle x. 
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Questa proprietà è analoga a quella della deri- 
vata di funzioni composte. 
Moltiplichiamo fra loro Ì due determinaEti 
dVi_ djh_ ] \ de, d^ \ 



Zi ' ' ' dz,, \ \ d^^l ' ' ' dXn ': 

Eseguiamo questo prodotto combinando le linee 
del primo determinante eolle colonne del secondo; 
e allora l' elemento (i, j}"'" del prodotto verrà 

hz, dx'i^ ' ' ' ^ dz» dxj 
che è eguale a 

dy,- 

11 teorema rosta cosi dimostrato. 

Sieno le y^.-.y» definite come funzioni delle 
X| ...x„, e queste alla loro volta sì possano con- 
siderare fttnsioni (inverse) delle y. Allora l'Jaco- 
biano delle y rispetto alle x k l'inverso dell' Jaco- 
biano delle x rispetto alle y. 

In effetti considerando le y fanzioni delle (C e 
le X fanzioni delle */, e quindi oaservando che il 
determinante delle y rispetto alle y h eguale ad 
1 perchè 

Byi _ . 9 ^i, — fi 
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e applicando il teorema precedente risulta 

Hr,...w„) di"i-..l/n) 

donde il teorema proposto. 

Questo teorema evidentemente ha analogia con 
quello della derivata delle funzioni inverse. 

Passiamo ora a un altro teorema che ha analo- 
gìa con quello della derivata delle funziom im- 
plicite. 

Le funzioni ?/ di x eieno dato implicitamente 
mediaute le n equazioni 

Fi=iy, . . yn, X, . . . a;„)=^0 

Fu = (ih . . . y„ , --w, . . . ai„ ) ~ 0. 

X' Jacobiano delle y rispetto alle x è eguale in 
valore assoluto al quoziente degli Jacohiani delle 
F rispetto alle X e delle F rispetto alle v; pro- 
priamente 

8 {/•; ... fi, ) 
d{x,...x ] ' 8 (/■;... ''■..)■ 

81/1... :'/» ) 

In effetti se nelle J^' in luogo delle y suppo- 
niamo messe le loro espressioni nelle X, esse di- 
ventano identicamente zero. 

Si hanno dunque le relazioni 

ixj dvid'j dUtdxj iVndn'J ' 
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Questa relazioae mostra che il prodotto 



esattamente 



Il teorema che dà maggior importanza ai deter- 
Tiiinanti foDaionali è il seguente : 

La condizione necessaria e sufficiente perchè 
fra n funzioni di n variabili esista una relazione, 
è che Vjacohiano di esse si annulli identicamente. 



Vi — 9l W ■ ■ ■ ^nì 



y» ■='ÌniX, . . . Xn) 

se eliminando w — 1 delle variabili x, scompare 
anche l' ultima, allora si otterrà mia relazione fra 
\^y,F(y,...yn) - 0. 
Da tale relazione si ricava 

dVid^i '^dy.d^i + ■ ■ ■ ' dyn d^-i 

per qualunque indice », donde ei vede che fra gli 
elementi di ima stessa colonna nel determinante 
funzionale sussiste sempre la medesima relazione 
lineare omogenea, e quindi esso è identicamente 

Viceversa supponiamo che il deternnnante sia 
zero. 
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Eliminiamo fra le ylen — 1 variabili x^ ...Xni 
reata una relaziono: 

nella quale noi potremo dimoatrare che non com- 
pare la variabile Xy cioè ohe è zero la derivata di 
4- rispetto ad ìKi, e quindi ii teorema resta allora 
dimostrato. 
Infatti consideriamo 



Vi y^ 



■ y» 



funzioni di x, oa^ .. Xn le quali poi a loro volta 
sieno funzioni di iCi y^ ...y«. In quanto alla ic, 
è evidente che essa è finizione di se stessa; iu 
quanto alle a;, x^ ...ain esse possono considerarsi 
funzioni di iCi y^ ..yt> risolvendo le ultime «~1 
equazioni //» ^ fa ■ ■ ■ 2/» = **» rispetto alle x^...Xn. 
Applicando il primo dei teoremi sopra dimo- 
strati ei ha : 

d^Vi - '-y ») _d(yi---y») gK. ..'«») 
9 (i»i ì/i. . . . y» r 8 :a'i ■ ■ ■ ^n ] d{x^ya--- y» ) 

Il primo fattore del secondo membro è per ipo- 
tesi zero, dunque lo sarà ancora il primo mem- 
bro, Esso è 

9^1 dy^ ' ' ' dyn 
dy-, dy^ dy, 
a^i dy^ ' ' ' dyn = 0. 



dy» dy_,. dy., 
I a^c, dVi ' ' ' ìy» 
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Ora nella formazione di questo determinante le 
'i Vi ■ ■ -y» sono immaginate funzioni di 



La y\ funzione di tali variabili non è altro che 
la funzione '^^ sopra trovata, e le altre sono date 
dalle relazioni identiche y^^^y^ ....yi.'^yn. 

Quindi tutti gli elementi al disotto della diago- 
nale principale in questo detterminante sono aero, 
e gli elementi della diagonale principale sono ri- 
spettivamente 



dw,' 



I, 1, ... 1. 



Lo aviUppo li to 1 ter t li le e 

. <^ ^ 
sempl ceme te , — 

r ò n ostri "[uauto bi io se t 
1 osa amo appi ea e questo teoren a i er arca e 
luan lo n f nz one \ oc ir^ cont e e lueete vi 
^^ 1 s i e otto li fo 

= 1 +/ X 

mod U pot s o s de are a 1 1 r tt t z on 
l tal b on S sa che poiché la /" s a f azione 
i f deve esse e zero 1 deter i na te t z onale 
lei! f z on liti o 1 f S ! 1 ! n i e 

dt d± 

1 k, h, i 
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cioè la funzione deve essere tale che sia 
/ 1/' = 7 3 f 

Se k, -— 1, /13 = l -—\! - 1, allora si ha la con- 



i è la condizione perche la f sia funzione 
della variabile complessa x^ +1x2. 



§ 59. — TeOBEMI ItlGUAEDANTI IL CASO 
IJ] CUI iiK l'UNZIOSI SI SCINDANO IN rATTOBI, 

Supponiamo che le t'aiizionì date yi siano tutte 
riducibili alla forma 

Pi^-- {i---i, 2 . . . n. 
Essendo allora 
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il determinante funzionale delle y può scriversi 

8n Su du d« 

' ì^t "' d'-,'" ' "'dm, "' 8»;,. 

a«, 8 11 8«, 8" 

8 ilìi 8 1* 1 ^>i ó^ii 



''^"wr' 






■ Mo 



das„ 



agj^iungendo una prima linea cogli elementi 

Mo ... 
e mia prima colonna cogli elementi 



e dividendo per U(,. 

Scomponendo questo determinante ad elementi 
binomi! in altri ad elementi monomii, e osservando 
che in tal maniera tutti, meno uno, i determinanti 
che si ottengono risultano aero, e che l' unico de- 
terminante non zero ha per fattore %", si ha infine 
il determinante funzionale delle y sotto la forma 









jl n+l 



^' 'àa^ì ' ' ' 3«H 



(1) 
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Restano così introdotti questi nuovi determi- 
nanti formati in modo diverso che gli Jacobiani 
in quanto contengono una colonna i cui elementi 
sono w + 1 funzioni date. Questa formola è di Ja- 
coBi (Creile, Voi. XII, 1834). 

A questo argomento si riattaccano alcune ri- 
cerche di Caaorati (Istit. Lomb. 1874) e altro più 
recenti di Torelli (Eend. Palermo 1893). 

Si suole indicare con K {uo U\ . .. u,,} il deter- 
minante coutenuto nel secondo membro della for- 
mola superiore; esso è evidentemente una combi- 
nazione lineare di w + 1 Jacobiani. Il Oasoeati 
ha ricercato per il K !a formola analoga alla (1) 
di Jacobi. Supponiamo che lo tio u^ ... n» sicno tutte 
della forma 

Ui =— (i = 0, 1, 2, . . . v). 



K{u.,...Un)^-- 






•'"!?• 




».|!f- 


■ ■ 8», 
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e scindendo al aolito in determinanti ad elementi 
raonomii, ovvero, più Bemplicemeiite, aggiungendo 
agli elementi dì ciascuna colonna quelli della prima 
moltiplicati rispettivamente per 

1 dv 1 gf 1 g« 

si ha infine 

/(-:«,,.,.. .».) = -;^K(!..., .,.,,.) (2) 

donde si vede che a diiferenza dell' Jacobiano, il 
determinante K soddisfa ad una relazione, da un 
certo punto di vista piìl semplice, inquantochè, a 

mono del fattore — —,- i due membri di questa 
pn-H 

relazione sono formati nella stessa maniera, l' uno 

colle H, l'altro colle v. 

È naturale ohe da (1) (2) potrebbero ricavarsi 

formole riguardanti il caso in cui Uu v non sieno 

divisori delle y, u, ma fattori. Basterebbe mutare 

.1 .1 

Ho m — , e » m 

il determinante K soddisfa a proprietà ohe 
hanno analogie con quelle dell' Jacobiano; cosi 
per es. : 

Se K è identicamente nullo la relazione che Uffa 
fra loro le n + ì funzioni Uo !([... m« di n va- 
riabili Xi Xi ... iCn , è una relazione omogenea 
e reciprocamente (teor. di Casobati). 

È interessante notare ohe questa proprietà del 



y Google 



§ 59. 



■ Ricerche di Casorati. 



295 



K si trova già implicitamente adoperata in «u 
lavoro di Clebsch (Ch'elle Voi. LXIX, p. 356 
1868). Vedi perciò più avanti il § 61- 

In effetti Bupponiamo prima che la relazione 
fra le u aia omogenea, e aia * (uo ui ... n,, ] ^^ 
(ti grado p. 

Allora avendosi 



8 * 8 »o , 

8», ìx,^ ' ^ 


8» 8«. ,, 
■ ' 8«. 83:, 


df di', , 
8mo 8i».i 


il.* liti ^ , 



ppr la relaKJonG di Eulero avendosi poi ancori 
8* 



8% 



. + 



Su,. 



= p*: 



(4) 



il determinante di queste equazioni ò zero, e tal 
determinante è proprio quello chiamato K. 

Supponiamo reciprocamente che il determinante 
K sia zero. Allora si ricava, che se non sono 
zero tutti i minori di ordine n di K, deve essere 
il primo membro di (4) eguale a zero. Si ha dun- 
que una relazione fra le it la quale non può che 
essere, a meno di un fattore, la supposta 4» = n 
che si è supposta la relazione irriducibile fra le a. 
Dunque il primo membro di (4) conterrà per fat- 
tore "J", e dal computo dei gradi risulta poi che 
il rapporto non può che essere una costante. Di 
qui si vede che 'I' soddisfa ad una relazione come 
nel teoreina di Eulero e quindi è omof/enea. 
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Non sarebbe diiEcile completare la dimostra- 
zione ÌQ modo da comprendere anche il caso in 
cui tutti i minori di ordine n di K eieno aero, e 
così di seguito. 

Queste considerazioni hanno avuto ultimamente 
una larga estensioue in un lavoro di Torelli (cit.) 
Citeremo senz'altro aleuni dei più importanti 
teoremi trovati da quest'Autore. 

Supponiamo che le funzioni Vi ■.. yu date an- 
ziché avere tutte il modeaimo fattore comune {nel 



caso di Jaoobi tal fattore era - 
scomposte in due fattori : 



1 ' 



Allora si trova che Tjacobia 
ne col determinante 
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dalla quale sapponoudo tutte le ■" eguali fra loro 
si ricaverebbe la forinola di Jacobi. 

Similmente potrebbe trovavai un'altra formola 
riguardante il caso in cui ciascuna delie y si scinda 
in tre fattori, etc. 

Come oaao particolare si può troyare la for- 
mola pel caso in cui 

y[ =='^' Ih 



Basta fare w, ^= «fi . . . ùj„ — «s'" ed eseguire op- 
portunamente la trasformazione del determinante. 
Si ha per risultato 



9« 


8«, 


■ 8^t, 




8», 


811,. 
• 8«,. 



Analogamente possono trovarsi formole analo- 
ghe riguardanti il determinante K. 
Poniamo 
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e il determinante K diventa 



«0 - ■ ■ «" 



; a a?„ ■ ■ ■ 9 3^,i 9 ,»„ ■ ■ ■ 9 a;,i ; 

il che costituisce nna forinola più geiievale di 
quella, sopra citata, di Caaorati. 
E coaì ponendo 



ì trasformando, ai ha invece al secondo membro 



1^ ll'L 

da:, da:. 



1 3.T„ Sa:,, ' ' ' da:,, 
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- Trasformazioni: di un inte&tiali': 
multiplo. 



Un'altra analogia fra le defilate delle fuiizioìii 
ili una Tariabile, e i determinaTiti funzionali si 
appalesa nella trasformazione dell'integrale. 

Per trasformare un integrale semplice iu y in 
un altro in cui la variabile sia x, si sa che bisogna 
moltiplicare la funzione sotto il segno per la de- 
rivata dell'antica variabile rispetto alla nuova. 

Una regola simile sussiste per gli integrali mul- 
tipli; cioè avendosi un integrale multiplo, nelle va- 
riabili VyVi ... tfu , per trasformarlo in un altro 
nelle variabili x^x^ . .. x,, legate alle y da date 
reiasioni, bisogna moltiplicare la funzione sotto il 
segno per VJacobiano delle antiche variabili ri- 
spetto alle nuove. 

Si abbia l'integrale multiplo 



}ì{y. 



■ y„] dy^ . . . dyn- 



Nella seconda di queste relazioni sostituiamo 
n luogo di X] il valore ricavato dalla prima equa- 
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7JoTie, e allora y^ verrà espresso solo mediante y^ 
x^ ...x„; poi nella terza poniamo in luogo di X] 
Xt i valori ricavati dalle prime due equazioni, e 
allora y^ verrà espresso mediante y^ y, x^ ... x„. 
Così seguitaEdo possiamo sempre immaginare le 
relazioni date messe sotto la seguente forma : 

J/l =fli^y^s ■■■■-■ 3Sn ) 

y^—U'yy-x^ ■'■«) 

yì=fì'yiy^<e., . . . .x,,) 
;/" = /"" {!/i J/a ■ ■ yH~\CG„) 

dove si può notare ohe fi è la stessa funzione toj. 
Cominciamo ora, nell'integrale multiplo dato, ad 
eseguire l'integrazione rispetto ad )/« . Allora me- 
diante l'ultima di queste relazioni possiamo intro- 
durre la variabile Xn , e per trasformarlo in Xn 
basta moltiplicare la funzione sotto il segno per 

dx„ ■ 

Possiamo ora analogamente, mediante la penul- 
tima delle formolo precedenti, introdurre la varia- 
bile Xn-i , e bisognerà allora moltiplicare sem- 
plicemente per - — ^ , e cosi di seguito. 

L'integrale trasformato nelle x diventa infine 

fff. iiilL-ll 

J.U ■ ■ ■ ,1 " 8x, 8a 
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dove si intende che in S si facciano poi le sosti- 
tuzioni in modo da renderlo fuiizione delle iC. 

La quantità per cui dunque bisogna moltiplicare 
la funzione sotto il s6{>tio è 

Le funzioni f non sono quelle date direttamente: 
noi oercheremo quindi di trasformare quest'ultima 
espressione in modo da farvi comparire le funzioni 
o direttamente date. Mostreremo ohe quel prodotto 
è uguale al!' Jaeobiano delle y rispetto alle x, ri- 
cavate dalle funzioni f date. 

Moltiplichiamo infatti l 'Jacob! ano 



j 8?, 
Sa;, ■ 


8f, 1 


8?. 
\ di, ' 


8?H 

■ ■ 8«, 



d'J,' 



dfu 
dy. 



il cui valore ò eguale ad 1. 
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Eseguendo il prodotto, combinando le coIoudg 
del primo determinante colle linee del secondo, si 
ha il determinante il cui termine generale (ij/"" è 

ìiL lA __ 111. UL - - 9 'p-''-' gf.'- , l5 
■(TH dVi d !Bi 'dy, ■ ' ■ don dyj-i dx 

Ora se teniamo presente il modo di formazione 
delie equazioni /", e se vog'liamo da esse ricavare 
la derivata di yj rispetto ad a^,-, cioè quella clic 
si ricaverebbe dalle <{■, cioò la 



otteniamo, partendo da fj , 

dvj lfLullL^y^\ I dfj dyj-A ^ 

..^. IIl ^ 11l li^ > , dfj dfj-i 
' ' do^i ■ dì/i d^Ti ^■- '' dyj-i d^i 

quindi si vede che 

.. dfi 

dove ne! secondo membro si intende fatta la deri- 
vata di fj rispetto ad ìTì solo in quanto Xf è con- 
tenuto esplicitamente in fj ; quindi ao * <j allora 
tale derivata è zero. Si ha perciò il determinante 
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prodotto sotto la forma 



df, 





. 


. 


dy, 








8 fi 


df. 





. 


dy. 


dy. 


df. 


df. 


df. 


sIl 


dy. 


dy. 


dy. • 


■ dy. 



e e egual 


a 








dfi 

dy, 


df, 

8y. ■ 


df. 

' ■ 8!/» 



E con ciò il teorema è dimostrato. 

Rioerclie speciali sull' annullarsi dei deteruii- 
naiiti funzionali si trovano in 

Hahn, Math. Ann. Voi. XV, pag. 111. 

Pasch, NoHz ilher tenidre Formen mit ver- 
schwindender Functionaldeterm. (Math. Ann. Vo- 
lume XVIII, pag. 93.) 

Pasoh, Verschwind. Determ. 3. Grad. aus tei'- 
nUren Unearen Formen. (Math, Ann. Voi. XLIV. 
pag. 89.) 
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§ 01. -- Sistemi di Jacobiani 

DI n -V V "FUNZIONI DI n variabili. 

CooRuisATE TANGENZIALI. Jacobiani bi Jacobiani. 

Teorema di Clebsch. 

SuppoBiamo lo coordinate omogenee j/i y^ y^ di 
un punto di una curva piana proporzionali a trn 
funzioni omogenee intere di due parametri x^a:.^: 

P »/i = 9l ('^1 iCa) 

PJ/ll = ?3K«3*- 

Supponiamo eliminate le duo variabili omoge- 
nee a^i %, e ai ha 

che rappresenta l'equazione in coordinate omogenee 
della curva data. Se in questa poniamo in luogo 
delle y i loro valori <?, otteniamo una funzione di 
a?i iCa identicamente zero. 

Dunque possiamo porre eguali a zero le deri- 
vate di F rispetto ad x^ ed x^ , cioè : 

-0 





d'I, 

sa,, 


Si-' 
di/. 


Sì. 
8^1 


+ 


8f 8l>. 

8?/3 S^y 




0f: 




'dx. 


■ + 


di' dì:, 

Sy.. d'H 
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dalle quali duo relazioni ricaYÌamo ohe 


dF BF dF 


sono proporzionali ai determinanti doila matrice 




d9i 2 f. a ?3 
dx, dx, dee, 






llL l^ lls 





i quali sono jacobiani delle tre funzioni » prese a 
due a due. Ora si sa dalla geometria analitica che 
le coordinate della tangente alla curva sono pro- 
porzionali appunto alle tre derivate di F, dunque 
posBiamo conehiudere che le coordinate delia tan- 
gente sono proporzionali ai tre Jacobiani formati 
con due delle tre funzioni «pifatfg, cioè: 

<T Mj = J ;<f^ f^ ^ — '^ig (a;, Xs ) 

indicando col simbolo J l'jacobiano. 

Le u restano cosi espresse per x^ (C^. 

Per la legge dì dualità, per passare dalle ù alle p, 
sulle « bisognerà effettuare le medesime operazioni, 
Cloe le j/ restano a loro volta proporzionali ag'ii 
jacobiani formati colie ■^. 

È di qui che il C'iebsch prese il punto di par- 
tenza pei stabihie il seguente teorema più gene- 
iile iiguaidante gli Jacobiani: (Clebsch, Fine Et' 
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ffenschaft von Funetionaldetermin.^ Creile. Volu- 
me LXIX, pag. 355.) 

Si abbiano w + 1 funzioni omogenee di n va- 
riabili, e combinandole ad n ad n si formino gli 
)i + 1 Jacobiani; di questi si formino a loro volta 
gli n + \ Jacohiani combinandoli ad n ad n; a 
meno di un fattore comune, questi ultimi devono 
essere le stesse funzioni da cui siamo partiti. 

La dimostrazione del teorema è la seguente: 

Siene fxfì--- fn+\ le w + 1 funzioni omogenee 
date ; ¥i ^s . . . f;s-|-i i loro Jacobiani, e '^l 'S's ■ - - t»+i 
gli jacobiani delle f. 

Formiamo il determinante 

8», Sic,. 







^-mti ^h,f, 



che svilappato secondo i prodotti dei minori con- 
tenuti nelle due ultime colonne per i loro com- 
plementi algebrici, dà 

- hi fi Sft ak t* —~aifi ^ fe 'i'^' = 
= 2 S,-ot'fch--fti.-). 

Intanto se dall'ultima linea sottragghiamo le 
precedenti moltiplicate rispettivamente per 

r,f,, ■■■f..+<, 
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i due ultimi elementi dell'ultima linea diventano 
zero, e gli altri elementi diventano del tipo ; 

--n^ (y=l, 2, . . -n) 



- ^ fi fi + ^ ?; 



fi 



Il secondo di questi souimatorli è zero perchè 
ricordando ohe ogni ?; non è che un determinante 
funzionale di n fra le f, easo non è altro che lo 
sviluppo del determinante ottenuto dalla matrice 
delle m(k + 1) derivate delle f, quando si com- 
pleti con una linea i cui elementi sono le derivate 
delle f rispetto a xj ; quindi non è altro che lo 
sviluppo di un determinante con due linee iden- 
tiche. 

Anche il primo sommatorio è zero, perchè 

^- fi ?.- 

non è altro che lo sviluppo del determinante K 
tv. § 59) relativo alle f, il quale, sappiamo, che è 
zero quando le f sono omogenee , come qiii ap- 
punto si suppongono; quindi anche la derivata ri- 
spetto ad ifj sarà zero. Abbiamo perciò che B, 
con questa trasformazione, verrà, a contenere tutti 
gli elementi dell'ultima linea eguali a zero, e quindi 
possiamo couehiudere che 5=0 indipendente- 
mente dalle ffl e 5. 
Hello sviluppo di R devono dunque essere zero 
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tutti i coeffloienti delle diverse combinazioni di 
a e b, cioè possiamo dire che per qualunque com- 
binazione i, k. deve aversi 



fi. 'h- 

cioè, a meno di un fattore comune, le /'coincidono 
colle 4'- 

Il Clebsch, nel lavoro citato, osserva che è di 
grande interesse la ricerca del fattore per il quale 
le f differiscono dalle ■f , e ne fa la ricerca nei 
casi « -f 1 =^ 3, e «+1=4. 

Di una ricerca simile a questa si occupa E.osa- 
NES, Ueber Funct. welche ein den Funct. detenn. 
analoges Verh(dten zeigen. Creile. Voi. LXXV, 
p. 166. Qui si tratta dei detentiinanti formati colle 
derivate seconde di tre fnnzioni date di due va- 
riabili. 



§ 62. — Sistemi di Jacobiani 

DI n FUNZIONI DI w + 1 



Mentre nel § precedente abitiamo riferito un teo- 
rema rimarolievole sui sistemi di Jacobiani dì m + 1 
funzioni di n variabili, qui invece vogliamo consi- 
derare certi sistemi di n funzioni di m 4- 1 va- 
riabili. 
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Si abbiaao n funzioni 

y\ y2 ■ ■ ■ P'> 

delle n + 1 variabili 

X, iCg . . . Xn+ì. 

Lasciando da parte ogni volta una variabile si 
possono formare « + 1 JacoMani, che sono quelli 
contenuti nella matrice rettangolare 



8!/, 


dy. 


8, 'A 


dy, 


d!0, 


dx^ 


■ ix. 


8 ^'"+1 


dv. 


is. 


ly. 


8,», 


dm, 


giCj 


■ ' dx„ 


dx,+, 


dm, 




»y- 

■ ■ 80!. 


dy. 



Ora chiami a ino rispettivamente 

■W ■^ì ■ ■ ■ '\n+l 

gli n + 1 deternunanti ottenuti di questa matrice 
aopprimendo semplicemente le colonne 1.', 2.* 
- . . (w + 1)"'". Allora sussiste la formola 



3 ^1 dx^ 

Questa forinola si trova in Jacob: , Creile , 
Yol. SSVII ; per essa si può anche vedere Nbu- 
MANN, Zur Theorie der FuncUonaldeterminnnten, 
Math. Ann. Voi. I, p. 208. 
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- Jacob, di n fitns- di n + 1 variab. 



Ecoo la dimostrazione che noi daremo di questa 
formola. 

È facile far vedere ohe eseguendo le derivazioni 
indicate e poi la somma coi segui alternati, i ter- 
mini spariscono a dne a due. 

In effetti il termine contenente p. es.: 

verrà due volte ; una volta quando si deriva fg ri- 
spetto ad «2, e una volta quando si deriva ^i ri- 
spetto ad iB|. 

I coefficienti di tali due termini sono rispettiva- 
mente 





8!/> 




dy. 









! 3. '''a ■ ■ ' dX„+\ i 

la cui somma è zero- Similmente si può rieono- 
aecre che tutti i coefficienti delle diverse derivate 
seconde sono tutti zero; è quindi dimostrata ia for- 
mola suindicata. 
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§ ()3. -■ .Taoobcana di tke curve. 

Lo studio del determinante funzionale acquista 
una speciale importanza nella teorìa delle curve 
algebriche. Noi non possiamo naturalmente diluu- 
{■■arci su questo argomento, ma ci limiteremo solo 
ad accennare le principali proprietà. 

Siene date tre curve algebriche dì equazioni, in 
coordinate omogenee ìb, .% Xg : 

9=:0 ■;'--=0 /.==0. 

l'ormiamo l'jacobiano di queste tre funzioni e 
eguagliamolo a zero ; otterremo l'equazione di una 
curva che sì chiama la JacoUana del sistema delle 
tre curve. 

Questa curva possiede rispetto alle tre curve 
molte proprietà singolari ; in primo luogo se in 
m' m'' sono gli ordini delle tre curve date, è evi- 
dente che essa è min curva dì ordine 
m -\- ni + m" — 3. 



Inoltre essa passa per tutti i ptmti comuni alte 
tre curve. Giacché moltiplicando le due prime co- 
lonne dei determinante 




d-i d'i 89 
dx, df, dio. 




l'i 8+ l'i ; 

dx, dai, dm. 




d'I. d'I. 8/ 
Ja-, 8«, d". 
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per aT] e a;, G aggiungendole alla terza moltipli- 
cata per % si ha, por effetto dell'omogeneità dolio 
funzioni 9, ■t, 7. : 

lì. 11. 
3^. S%' 



)» X 



Ora s 



» si cousiilera un punto comune ailo tre 
curve, per esse diventano zero gli elementi del- 
l'ultima colonna, e quindi è zero anolie il deter- 
minante. 

E facile definire la curva Jacobiana come un 
luogo di punti- 

Facciamo le polari di un punto (^i y^ y^ rispetto 
alle tre curve. Si ha: 



^^3 = 



di 


X, 


+ 


8? 


X, 


+ 


8? 

ìy. 


d't 
8y, 


.Y, 


+ 


d'i 
dy. 


X. 


+ 


d'I 

dy. 


M 


A', 


+ 


d-f. 


X, 


+ 


8?. 



^i'. + ^J''.=» 



dy. 



dy. 



dy, 



Supponiamo che queste tre rette passino per un 
medesimo punto, cioè che queste tre equazioni sieno 
soddisfatte dal medesimo sistema di valori per 
le X Allora devo essere zero il determinante del 
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eisteraa, e si ha quindi che il punto {y) deve sod- 
disfare l'equaaioue della Jacobiana; dunque poa- 
aiamo conohiudere: la Jacobiana del sistema di 
tre curve è il luogo dei punti tali che le loro rette 
polari ricetto alle tre curve si incontrano in un 
medesimo punto. 

Immaginiamo che le tre curve sìeno degli stessi 
ordini; allora con esse si può formare una cosi- 
ci et ta rete 

in cui variando \ ^ v, si ha una doppia iniinità 
di curve. 

La Jacobiana del sistema delle tre curve si po- 
trà allora chiamare la Jacobiana della rete. Con- 
siderandola da questo punto di vista ai poaaono 
per essa dare due definizioni geometriche assai 
rimarchevoli. 

Perchè uua cui'va qualunque della rete abbia 
uu punto doppio bisogua che eieno soddisfatte !e 
tre condizioiii: 

9e le coordinate di un punto [x) soddisfano a 
queste tre condizioni, esse soddisfano ancora al- 
l'altra condizione rappresentata dal determinante 
dei coefficienti di \ f-, v eguagliato a zero. Ora 
tal determinante non è che il primo membro della 
equazione della Jacobiana. 

Dunque: la Jacobiana di una rete è il luogo dei 
punti doppii delle curve della rete. 
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La tangente ad una curva tp] è 

e quella alla curva 4'i è 



dove le X sì suppongono le cooriliiiatc correìiti, e 
X il punto di contatto. Se le due curve devono 
avere le tangenti comuni, a meno di un fattore, 
il primo membro della seconda equazione deve es- 
sere Io etesso della prima, cioè le derivate di 4'i 
devono essere proporzionali a quelle di f,, e ciò 
per il punto di contatto (x); in altri termini ile- 
vono essere zero tutti i determinanti della matrice 

■: ^^ .i^ lìL 

dCOi d^2 3^8 

' 1ÌL IÌl ^ 
d^i dx^ 9^3 

Se fi = 11 =0 sono !e equazioni di due curve 
della rete, cioè sono della forma 

-ili— Ajcf + !i,^ + vix 
li "= ^i, ¥ -\' V-i 'l + Vj X 

allora l'annullarsi di tutti i determinanti della ma- 
trice indicata, porta all'annidlarsi del detorminante 
che rappresenta l'Jacobiana, 
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' 11. JJL Jj. ! 
: d«^i ?a^ a^Ca ' 

i da!^ 93-3 dx, 
■ JJL Ji_ .11. 

aggiungiiimo alJa terza linea moltiplicata per Vj,, 
!a seconda e la prima moltiplicate riapettivamente 
per |jj e '-a, abbiamo nella terza linea esattamente 
le derivate di if|. Inoltre alla seconda linea molti- 
plicata per 



aggiungiamo la prima moltiplicata per 



e la terza, modificata come avanti eie detto, mol- 
tiplicata per 



e allora alla seconda linea compariscono esatta- 
mente le derivate dì tf]. Dunque J viene a tras- 
formarsi in un altro determinante di cui due linee 
formano la precedente matrice. Essendo zero que- 
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sta matrice sarà zero il determinaote. Dunque pos- 
siamo dire: 

La Jacobiana della rete si può considerare come 
il luogo dei punti in cui due curve della rete si 
toccano. 



S 64. ■— Hessxani. 

l'uKTl m fLESSO DELLE CITEVE. 
CufiVATUEA DELLE SDPUKli'ICIR. 



Data una funzione di n variabili, formiamo le 
n derivatQ primo della funzione; di queste n de- 
rivate formiamo il determiuante funzionale; si ha 
un determinaote simmetrico formato eolle derivate 
seconde della funzione data, e ohe si chiama Hes- 
siano della .funzione dataAsl nome di Hesse che 
per il primo ne studiò la proprietà. (Hesse, Creile. 
Voi. XXVin, p. 83, 1844; Stlvestee, Camb. and 
Duhl. malli. Journ. Voi. VI, p. 186; Hesse, Creile. 
Voi. XLII, p. 122, Voi. LVI, p. 263.) 

È particolarmente interessante Io studio del- 
l'Heasiano nella teoria delle curve e delle superfìcie. 

Si abbia uaa curva piana di ordine m data dal- 
l'equazione in coordinate omogenee 
F(a;,a-j arsilo. 

Tj'Heasiano sarà evidentemente di grado 
3(w-2,; 
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se lo eguagliamo a zero abbiamo l'equazione ài 
una curva di ordine 3 [m — 2). In quali punti que- 
sta curva incontra la curva dataP 

Supponiamo prima l' equazione della curva iu 
coordinate nou omogenee, ma rettangolari 

Sappiamo che il raggio di curvatura in un punto 
della curva ò dato da (V. Calcolo diff.. pag, 252.) 



y' 

dove con y' y'' si intendono le derivate prime e 
seconde di y rispetto ad .-r. Se si vuole esprimere 
questo raggio R mediante le derivate di f rispetto 
ad X ed y, dobbiamo servirci delle relaKioui 

l^ + lf^-» 



m 

(8^1=18»' '81// d''dySxdy dy' \d!el 
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«J^UII + £L ili]' 



Facciamo ora !a trasformazione di questa for- 
mola introducendo ]e coordinate omogenee- 

Osserviamo elle il denominatore dell'espressione 
di Jt può scriversi sotto forma di determinante 
nella seguente maniera: 

d'f J^£ df 
in" So:dy dx 

»'f d'f 8/ \ 
»fdv dv' dy ■ 

8f di 

die dv 

Intanto ponendo 







F[x^;i 



■f('JSy\ 



Per fl?3 = 1, ìB, J/ diventano Xi, X2, e le derivate 
di F rispetto ad «j, iCa diventano i 
analoghe di f rispetto ad KJ, y. 
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Possiamo facilmente mostrare che l'Hessiano 




d'F d'F d'F 
dx,' di!,d«l, d'Aida, 




H- 


d'F d'F d'F 

S'-F d'J____ 8iF 

dx,d^a d^id^^ d^i' 




1 mono ai 


un fattore, diventa esattamente il de- 



terminante soprascritto quando ai passa da coordi- 
nate omogenee a coordinate cartesiane, cioè quando 
si pone x^ = 1. Giacché per la formola di Eulero 
si ho 



mF=0 = xi 



d'F j 



+ «•■ 



dxi 



li 

d'F 
dx^dx<i 



+ x. 



dF_ 
dx, 
J'F^ 
' dXi'd tr. 



e quindi moltiplicando la prima colonna per X\ e 
la seconda per x^ e sommandole colla terza mol- 
tiplicata per ,-ra si ila che il determinante prece- 
dente si trasforma in 



d'F 
d'i' 


d'F 
di^ido^s 


dF 
dx, 


d'F 
da:, d'JS, 


d'I 


dF 
dx. 


d'V 


d'F 
8 !D, 8 a;. 


dF 


8a,-,8.r, 


dx> 
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e se ora applichiamo le atease formole e aommiamo 
alla terza linea moltiplicata per a^j la prima e la 
seconda moltiplicate rispettivamente per X\ x^, si ha 







8.V 


d'F 


dF 
8*1 


H-= 


[m- 1) 


8'Ji' 


d'F 
gm,' 


dF 


^s^ 


8«-, 






di 


dF 






e si vede che, ponendo 3^3 = 1, poiché la i?' diventa 
/■ e le derivate rispetto ad X\ x^ diventano quelle 
rispetto ad ai, y, così IT diventa esattamente 



il determinante soprascritto. 
Possiamo allora scrivere in coordinate omogeneo 



S = {,„-1'-' '-^^^ ^'-'-'-- 






1,' E 

Di qui si vede che nei punti della curva in cui 
H=0 cioè nei punti nei quali la curva H=0 
tagha la curva fondameutale F^^O, il raggio di 
curvatura è infinito, cioè quei punti sono pìinti 
di flesso per la curva data. 

Abbiamo dunque: 

La curva Hesuiana taglia la cuna fondamen- 
tale nei punti di flesso di questa, e quindi esistono 
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? 3(m— 2)m punti di flesso ( 

che le due curve F=^0 11=0 sono degli ordiui 

riapettivamente jw, 3 (m — 2| e quindi si tagliano in 



Passiamo ora alle auperficie. 

Sia data la superficie di equazione f(xyz) = 0. 

In questo caso la curvatura è data dalla forinola 



dove p q sono !e derivate prime di z rispetto ad 
s, ( sono rispettivamente ie derivate 



9s de 

d«^ dy '" dy ?« ■ 

Volendo introdurre le derivate dì f (indicandole 
'OD fi fi fi fu /aa /"la eoo.) essendo 
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322 § 64. — Curvatura delle stiperficie. 



si trova 




rt- 


»V dv \ 
,._ '■ ' >" 8!/ 1 „ 
ti " dq d<i l 
di: dv 




, df, df, 
" dx dy 






1 , 8/; df. 
n' ■ '' d" dy 






,, dU. df, 

''■ dx dy 




Ora 






^^f..f.. 




i5-^^'..+^- 




l^=r.+A.. 





onde il determinante (li sopra può serìyersi: 
/i 

_ IJ fi fa + faP f.i + faq A, 

'■>' i f, r„ + f„p f„ + f„q Aj 

/i f,, + f„P fm, + f..,q fa 
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§ G4 — Curmlura delle sti^effim. 323 

A f-i h I 

A Al A, A, 

A Ai. fa A. [ ■ 

A A. A, A, ( 

l'on un 1 agio Ila mento perfettamente simile ii 
quello fatto sopra, si fa vedere che questo deter- 
minante, a meno di un tattore, è l'Hesaiano di /' 
quando vi si intioducono le variabili omogeneo. 

Poniamo cioè 



F(x^ Xi^Xg X.Ò --■ Xi"'f(/v y s. 



-l,^ T'\^ + /''.'■!- /'',V 



H 



indicando con H l'HesBiaiio di F. 

Questa formola ò perfettamente analoga a quelln 
che ai ottiene per le curve. La superficie H=0 
si chiama superficie Hessiana, od 6 di ordino 



4(m 



-2). 



I punti di curvatura-nero di F stanno sulla Hes- 
siana e si eliiamano i pimti parabolici della an- 
pf-ì'fieie. 
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[ § 65. — L'Hessiano in varìab. non omog. 



§ 65. — Altke ricerche sutìLi Hessiani. 

Passiamo a calcolare in generale l'Hessiano 
quando dalle variabili omogenee si paaaa allo non. 
omogenee. 

Sia F{a•^ . . . Xn) una funzione omogenea di gra- 
do m nelle n variabili X\. . .iCn, e ponendo 



F{.r^ r„: = ^,."'/'(Xi . . . X„_i) 

cioè f sia in fondo la stessa funzione data, i 
scritta colle variabili non omogenee. 

Formiamo l'Hessiano di F rispetto alle n ■ 
riabili 

■ Fn ■ • ■ Fin I 



F„i . , . F„n \ 



Aggiungiamo all'ultima colonna moltiplicata por 
ccii, le precedenti rispettivamente moltiplicate |)er 
Xy . . . Xn—ì\ tenendo conto delle relazioni di Eu- 
lero, si ha allora, a meno di un fattore, 

J'n - . . Fin-\ -Fi 



, Fn,n-l Fn 
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§ 6a.- 



■ L'Hessiano come covarlanle. 



. Se ora operiamo in modo simile per le lineo 
ojoè moltiplichiamo la prima lìnea, la seconda, eoe., 
rispettivamente pera![ a'a , , ., e poi sommiamo colla 
il'"" moltiplicata per Xi,, o teniamo conto ancora 
delle relazioni di Eulero, otteniamo a meno di un 
fattore, 

\ Fu ... ^..-1 -A'i 



F, . . 



n—i 



Come si vede, è scomparsa ogni traccia di de- 
rivazione rispetto ad Xn. Se poniamo x,i = 1 le de- 
rivate di ^ ai mutano nelle derivate corrispondenti 
di f rispetto alle variabili non omogenee, e si ha 
il determinante 



. h, 



n 



. f.-i, 
■ f.-i 



il quale perciò, a meno di un fattore numerico, 
sarà eguale all' Hessiano della funzione data. 

Esaminiamo ora in secondo luogo la forma che 
acquista l'Hessiano di una funzione omogenea in 
n variabili, quando questo variabili si sottopon- 
gono ad una trasformazione lineare. 
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326 § 65. — L'Hessiano come covariante. 

Troveremo che, a meno di un fattore dipen- 
dente dai coeiEcieati deila trasformazione, l'Hes- 
aiano resta inalterato; ciò corrisponde a dire che 
l'Hessiano è una formazione covariante della fun- 
zione data. 

Le .r; si trasformino collo sostituzioni 

^'■= ^ «yyy; ('J=l, 2 n). 

Poniamo i! determinante 



Io dico che chiamando 

H(x), H{y) 

rispettivamente gli Hessiani della funzione in x 
F{!X) e deila sua trasformata in J/ si ha sempli- 
cemente ; 

Poniamo che la F{'''}, espressa nello y, diventi 
Si ha 

dyidyj ~ k dVidxk dyj ~ 



onde, per la regola di moltiplicazione dei determi- 
nanti, si vede che l'Hessiano di * è eguale al pro- 
dotto del determinante formato cogli elementi ajk 
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§ G5. — Hessiano identicamente zero. 327 
j del deteriniuaiite formato cogli elementi 



dVidxk 
Cliiamando il tale determinante si ha cìob 

Ora di nuovo si ha la formola 

dyid^k hd^kd ^h d Vi 

= ^ g'^ „,. 

?j d-''i-dxh 

e quiudi il determinante iì è eguale all'Hessiano 
di F moltiplicato per a ; onde infine 

come si volea dimostrare. 

Se colia trasformazione delle x nelle y la 1> non 
deve contenere una delle y , p. es. y,- , allora la 
sua derivata rispetto ad j/r è zero, e quindi tutti 
gli elementi di una linea di S'y) risultano zero, 
e quindi H(y), e perciò anche HyL)i sarà zero. 

Si vede di qui che se la funzione data è tale 
ohe colla trasformazione lineare può ridurei ad una 
avente una variabile di meno, allora l' Hessiano è 
zero. 

Si era creduto per un tempo che fosse anche 
vero in fjenerale ii teorema reciproco , cioè che 
l'annullarsi dell'Hessiano fosse condizione neces- 
saria e sufficiente perchè la funzione omogenea 
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328 § 05. — Hesslano identicamente zero. 

data di n variabili, ai possa trasformaro in un'altra 
di n — 1 variabili. 

In due lavori Hesse aveva creduto di dimiistrare 
questo teorema. {Creile. Yol-XLH, p. 119 e vo- 
lume LVr, pag. 263.) 

È stato poi invece riconosciuto che il teorema 
è insussistente per funzioni omogenee di pia di 4 
variabili. Su questo si può vedere un lavoro di 
GoiiDAN-HoETHEE {Malli. AuH. Vol. X, p. 5471. 

Altri lavori sullo stesso argomento sono quelli 
di: Pasch, Creile. Voi. LXXX, p. 169; Gordan- 
NoETHER (Bericht. Erlang. Soc, Die. 1875}. 

La possibilità della trasformazione in una fun- 
zione omogenea di un numero minore di variabili 
ha relazione colla esistenza di una relazione lineare 
a coefficienti eostanti fra le n derivate prime della 
funzione, 

II! effetti, se esiste la relazione identica 

CiF^ + cJ^-r . . . +CnFn=Q 

dove le e sono costanti e le Fi sono le derivate 
prime della funzione F, allora eseguendo la se- 
guente trasformazione lineare: 



la derivata di * (funzione trasformata) rispetto ad 
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> 65. — Hessiano identicamente zero. 



8F 8_Xn_ 



dunque "t" non verrà a contenere la variabile y,,. 
VioeTersa ae colla trasformazione 



ìjn sarà 






a* 

8» 


8-f' 8i, , 
bir, dilu ^' ■ 


. + 




= c^l\^ ... 


-1 ci- 



ar,= 2o 



la fll* non viene a contenere la 
la sua derivata rispetto ad yu 



;/„ allora sarà zero 
cioè sarà 

0-^^ . 



axn Fi + . 



. +au.Fn-=0. 



Se quindi fosso vero il teorema di Heese, sa- 
rebbe anche vero che la relazione, che certamente 
deve esistere fra le prime derivate quando l'Hes- 
BÌano è zero {perchè l'Hesaiano non è che l' Jaco- 
bìano delle n funzioni derivate) deve sempre es- 
sere una relazione lineare omogenea. Ora ciò si 
dimostra falso per »>4. Il teorema di Hease ò 
vero invece perM^i (v. Op. eit.). 

Applicando questo risultato alla geometria, pos- 
siamo dire; 

Una curva di cui la Hessiana è identicamente 
zero si scinde in rette partenti da mm punto. Una 
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330 ,1? 65. — Hessianó identicamente zero. 

superficie di cui la Hessiana è identicamente zero' 
è un cono. 

Sono numerose le rieerohe fatte sull'Heasiano 
dal punto di ylata della, geometria e della teoria 
delle forme. 

Nel caso delle forme binarie (funzioni omogenee 
di due variabili) studiando le radici doli'Hesaiauo 
rispetto a quelle della forma data, si ottengono 
dei notevoli risultati. A. questo proposito si pos- 
sono vedere i lavori di GekbaTiBi, Bend. Palermo. 
Voi. Ili, 1889, p. 22 e p. 60 e di Schoute, Idem 
pag. 1(50. 
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g m 
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Ginri<liea e Ling st ca L 
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SERIE PRATICA a L 

pei MANUALI cha trattii g m n 
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SERIE ARTISTICA (a L. - il volume) 
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pel MANUALI che al riferiscono a qualBiaei irgompntn mi 
ohe per la molo o per la straordinaria abbondanza di in 
olsloni, non potevano essere clasaifioati in una d Ho sene 



Tutti [ Manuali Hoepli sono elegantemente legati in ti 
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Tutti i MANUALI HOEPLI si spediscono franco di 
porto noi lìogno. — Obi dof-idcra ricovero i volumi racMi- 
mandati, onde evitare lo smarrimento, è pregato di aggimigere 
la sopratassa di raccomandazioiio. 
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PROSPETTO ALFABETICO 

TIIILE MATERIE TRATTATE NEI 500 MASUALI HOEPLI 



AGRARIA 

Abitazioni degli animali domostii;! — Agronomia — Al- 
cool — Alimentaziane del bestiame — Analisi del vino — 
Anatomia vegetale — Animali da cortile — Apicoltura — 
Bachi da seta — Cane — Cantiniore — OaseiEdo — Catasto 

— Cavallo — Chimica agraria — OogTiac — Colombi dome- 
stici — Coltivazione piante tessili — Computisteria agraria 
— - Concimi — Ooniglicoltnra — Contabilità agraria — Eco- 
nomia dei fabbricati rurali — ■ Enologia e inisnraàoae delle 
botti — Enologia domestica — Estimo rnrale — Estimo 
dei terroni — Fisiologia vegetale — Floricoltura — Fru- 
mento e mais — Frutta minori — Frutticoltura — Funghi 
e tartufi — Gelsicoltura — Humus — Igiene rurale — Igiene 
veterinaria — Immunità e resistenza alle malattie — Insetti 
nocivi — Insetti utili — Latto, burro e cacio — Legislazione 
rurale — Macellino agricole — Maialo — Malattie crittoga- 
miche delle piante erbacee — Malattie ed alteraaioni dei vini 

— Mezzeria — Molini — Olivo ed olio — Olii vegetali, ani- 
mali e minerali — Orticoltura — Panificazione — Pianto e 
fiori — Piante industriali — Pollicoltura — Prato — Pro- 
dotti agricoli del Tropico — Prontuario dell" agricoltore — 
Selvicoltura — Tabacco — Triangolazioni topografiche e ca- 
tastali — Uve da tavola — Vino — Viticoltura — Zootecnia. 
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AMMINISTRAZIONE PUBBLICA. 

Catasto italiano — Oodico doganale — Contabilità dolio 
Stato — Contabilità comunale — Debito pubblico — Diritto 
amniinisti-ativo — Imposte diretto — L^go coiiiiinalG e pro- 
vinciale — Proprietario di caso — Kiccbozza mobile — Tra- 
sporti, tariffe, reclami ferroviari od operazioni doganali, 

ARCHEOLOGIA. 

Amatore di oggetti d'arte e di curiosità — Antiuliitk pri- 
vato dei romani — Araldica — Arclieologia dell'nrto — Ar- 
chitettura — Mitologia comparata, greca e romana — Moneta 
greche — Monete romane — Numismatica — Paleografìa ^ 
Palaootnologia — Pittura — Scoltura — Topografìa di Roma 
antica — Vociabol ariette pei numismatici — Vocabolario aral- 

ARTE MILITARE. 

Amatore d'oggetti d'arto o di curiosità — Duellante — 
Bsplodonti — Marino da guerra — Pirotecnia — Scherma — 
Storia dell'arte militare — Telemetria — Ufficiale. 

BEIJLE ARTI. 

Amatore di oggetti d'arte e di curiosità — Anatomia pitto- 
rica — Architettura italiana — Arti grafiche fotomeccaniche 

— Oalligrafla — Colori e pitture — Colori e vernici — Dc- 
eoraaono e industrio artistiche — Disegno — Disegno geome- 
trico — Fabbricati dvili di abitazioni — Fiori artificiali — 
Gioielleria, oreficeiia — Litografia — Luce e colori — Maio- 
liche e porcellana — Marmista — Monogrammi — Ornatista 

— Pittura — - Poinolf^ia artificiale — Prospettiva — Ristaura- 
tore doi dipinti — Scoltura — Teoria delle ombro. 

BESTIAME. 

Abitaaioni degli animali domestici — Alimentaziono del 
bestiame — Animali da cortile — Cane — Cavallo — Co- 
lombi domestiia — Coniglicoltura — Igiene veterinaria — 
Maiale — Orticoltura e mitilicoltura — Piscicoltura d'acqua 
dolce — Pollicoltura — Zoonosi — Zootecnia. 
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DIRITTO e LEGISLAZIONE. 

Cataato italiano — Codici diversi — Codice doganale — 
Coiicilial>orQ — Digesto — Diritti e doTeri dei cittadiui — 
Diritto amministrativo — Diritto WTile — Diritto comiuer- 
ciale — Diritto costituzionale — Diritto eoolesiastieo — Di- 
ritto intemazionale privato — Diritto intorn azionalo pubblico 

— Diritto penale — Diritto roinano — Imposte diretto — 
Ipotoclie ^ Legse comunale e provinciale — Log^i usuali 

— Legislazione rurale -- Mandato commercialo ^ Kotaro — 
Ordinamento dogli stati liberi d'Europa e luori d'Euiopa — 
Proprietario di caso — Eiccliozza mobile — Testamenti. 

EfONOJHA e COBEWEBCIO. 

Assicamxione sulla vita — Computisteria — Co ni pitti storia 
agraria — Contabilita comunale — Contabilità dello Stato — 
Debito pubblico — Economia politica — Interesse o sconto 

— Logisiiiog ralla ^ Mandato commerciale — Metrologia 
universale — Paga giornaliera (Prontuario della) — Ragio- 
neria— Ragioneria delle Cooperative di Consumo —Ragioneria 
industriale — Scienza delle finanao — Scritturo d'affari — 
Socialismo — ■ Società di mutuo soccorso — Statistica ~ Tec- 
nologia terminologia monetaria — Trasporti, tariffo, reclami 
ferroviari od oporazloni doganali — Valori pubblici. 

ELETTRICITÀ. 

Cavi telcgralici sottomarini — Elottiicista — .Elettricità 

— Galvanoplastica — Illuminazione elettrica — Magnetismo 
ed elettricità — Telefono — Telegrafia — Unità assolute. 

ERUDIZIONE, BIBLIOGRAEIA, ecc. 

Amatore di oggetti d'arte e di curiosità — Bibliografia — 
Bibliotecario — Orittografia — Dizionario bibliografico — 
Enciclopedia — Errori e pregiudizi volgari — Grafologia — 
Paleografia — Stenografìa — Tipografia. 
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FILOSOFIA e PEDAGOGIA. 

Diiatti^ — Estetica — Etica — Filoiofia morale — Giar- 
dino infantile — Giiinastii a foniinimle e inaschilo — Qinoelii 
infantili — Grafologia ^ Igiene scokstica — Logica — Lo- 
giia matnmatica — Psicologia — Psicologia fisiologica — 
Sordomuto 

FISICA e CnlMICA. 

Acetilene — Acido soHonco, nitnco, cloridrico — Adultera- 
zioiio e fabbricazione dogli alimenti — Alcwl — Analisi del 
vbo — Analisi volninetrica — Arti grafiche fotomeocaniclio 

— Calore — Cliimica — Chimica agraria — Cliimieo iadii- 
striale — Cognac — Colori e vernid — Concimi — Conaorre 
alimentari — Dinamica — Dizionario fott^aflco — Energia 
lisiea — Esplodenti — Farmacista — Fisica — Fotocronmto- 
grafia — Fotografia ortocromatica — Fotografia pei dilettanti 

— Fulunini e parafulmini — Gravitazione — Igroscopi, igro- 
metri, umidità atinosferie» — Infezione, disinfezione — Latte, 
burro — Luce e colori — - Luce e suono — Meteorologia — 
Microscopio — Olii vegetali, animali e minerali — Ottica — 
Proiezioni foti^raficbe — Ricettario fotografico — Spettro- 
scopio ^ Torme din ani tea — Tintore — Tintura della seta. 

GEOGRAFIA. 

Alpi — Atlanti — Cartografia — Climatologia — Cosmo- 
grafia — Cristoforo Colombo — Dizionario alpino — Dizio- 
nario geografico — Esercizi geografici — Geografia — Geo- 
grafia classica — Geografia fisica ^ Mare — Naturalista 
viaggiatore — Prealpi bergamasolie — Prontuario di geografia 
e statistica — Topografia di Roma antica — Vulcanismo. 

INDUSTRIE TESSILI, LATORI FEMMINILI, ecc. 

Bacili da seta — Ooltiviaione e industria dillo piante tea 
sili — Confezione d al>iti per signoia — Disegno taglio e 
iOufezione di bianchena — Filatura — Filatura della seta 

— Fiori artificiali — Gelsicoltura ~ Indu'ìtna dilla seta 

— Mao-lune per cucire o ri amare — Punte tessili -— T 'i 
sitori — Tmtw — Tintira della s ta 



y Google 



INDUSTRIE DIVERSE. 

Arti grafiulie fotonieccaiiiclio — Asfalto — Carta lliidustria 
della) ^ Colori e vomici — Concia delle polli — Falognamo 
ed ebanista — Fiori artìfìeiali — Fonditore in tutti i me- 
talli — Gioielleria, oreficeria — Irabalsamatore — Industria 
della carta — Industria saponiera — Industria stearica — 
Litografia — Marmista — Meccanico — Metalli preziosi — 
Modellatore moooanico — Falegname ed etenista — Operaio 

— Orologeria — Piante industriali — Piccolo industrie — 
Pietre preziose — Pirotecnia moderna — Pomologia artificiale 

— Ragioneria industriale — Saggiatore — Stenografia — Ti- 
pografia — Tornitore inoceanico — Vomici, lacclio, mastici, 
inchiostri da stampa, ceralacclie e prodotti affini. 

INGEGNERIA, COSTRUZIONI, ecc. 

Arte mineraria — Calci e cementi — Oiiljatiira dei le- 
gnami — Curvo delle ferrovie e delle strade — Dinamica — 
Disegnatore meccanico — Disegno industriate — Dizionario 
tecnico — Fabbricati civili di abitazioni — Fognatura citta- 
dina — Idraulica — Ingegnere civile — Lavori in terra — 
Leghe metalliche — Macchinista e fuochista — Macchinista 
navale — Macchine agricole — Slaccliinc per cneire e rica- 
mare — Meccanica — Meccanico — Meccanismi (500) — 

— Modellatore meccanico — Molini — Momenti resistenti 
e posi di travi metalliche — Peso dei metalli, ferri qna- 
dratì, ecc. — Prontuario dell'agricoltore e dell'ingioerò 
agronomo estimatore — ResistouKa dei materiali — Riscal- 
damento 6 ventilazione — Siderurgia — Tempera e cemen- 
tazione — Tornitore a 



LETTERATURA. 

Bibliografìa — Dantologia — Dizionario hibliografico — 
Letteratura albanese, americana, danese, ebraica, egiziana, 
francese, greca, indiana, inglese, islandese, italiana, latina, 
norvegiaua, persiana, provenzale, romana, spagnnola e por- 
ti^hese, tedesca, nngherese — Letterature elleniche — Let- 
terature elave — Omero — Shakespeare. - 
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PROSPETTO ALFABETECO I) 



LINGUISTICA e FILOLOGIA. 

Arabo volgare ^ Arto dol dire — Dizionario Britroo — 
Dizionario rnilancse — Dizionari diversi — Bserciai di tra^ 
duniotio di varie liiigno — Esercizi greci — Esorcizi latini 

— Filologia dassiea — Fonologia greca, italiana, latina — 
Glottologia — Grammatica albanose, francese, galla, greca, 
greca moderna, ìngleso, italiana, latina, olandese, rumena, 
russa, spa^niiola, tedesca — Lingua gotica — Lingue del- 
l'Africa — Lingue neolatine — Lingao straniero (Studio 
dolio) — Metrica dei greci e dei romani — Morfologia greca 

— Morfologia ifciliana — Religioni e lingua dell'India inglese 

— Rtìttorica — Ritmica e metrica italiana — Sanscrito — 
Stiliìitica — TigTÙ — Verbi greci anomali — Verbi latini 

— Volapiik. 

MATEMATICBE. 

Algebra complementare ^ Algebra elementare — Aritme- 
tica pratica — Aritmetica razionale — Astronomia — Cal- 
colo dello variazioni — Calcolo infinitesimale ~ Celerimen- 
Bura — Compensazione degli errori — Detorminanti — Di- 
sfano assonometrico — Disegno geometrico — Disegno di 
proiezioni ortogonali — Disegno topografico — Eneicloiredia 
di matematica superiore — Esercizi di algebra elementare, 
di calcolo infinitesimale, di geometria — Funzioni ellittiche 

— Geometria analitica, descrittiva, metrica o trigonome- 
trica, pratica, projottiva, pura — Gnomonica — Interesso o 
sconto — Logaritmi — Lt^ca matematica — Metrologia 
univorsale — Prospottiira — Regolo calcolatore — Società 
di mutuo soccorso — Statica e sua applicazione agli strii- 
infnti motrici ^ Stereometria applicata allo sviluppo dei so- 
lidi - Tolomotria — Termodinamica — Teoria dei numeri 

— Ti iangol azioni topt^rafiche. 

MEDICINA e CflIBCRGIA. 

Acque minorali o termali — Anatomia e fisiologia compa- 
rata — Anatomia-microscopica — Anatomia topografica -— 
Animali parassiti deiruumo — Assistenza degli infermi — 
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Cliiiiatologià — Pannauista — Fisiologia — Igiene dulia vista 
Igii. 10 dol lavoro dulia vita pabblii,a e privata, igiene privata, 
pitlblica rirale, scolaati a, vetennarii — Immunità o resi- 
stei7a allo ii alattio — Impii^ ipolorniiu) ti dosatura dei 
rimedi ~ Iiif zione dismfozione e diiinfettaiiu — Materia 
medica moderna — Modieatura antlsottiLa — l'sicolisia fi- 
siologi a ~ 'wiieiotica — Soeeoioi durgenza — VoJeiii — 
Zoonosi 

MUSICA. 

— Storia dulia niusii;a — 



NAVIGAZIONE. 

Attrezzatura, manovra dello navi, ecc. — Canottaggio — 

Costruttore navale — Doveri del Jlaccliiiiista navale — 

Filonauta — Ingegnerò navale — Maccliinista navale — 



SPORT, GIUOCHI e COLLEZIONI. 

Amatore di oggetti d'arte e di curiosità — Biliardo — Cac- 
ciatore — Cane (Allevatore del) — Cauottag^o — Cavallo, 

— Ciclista — Codice cavalleresco — Dizionario filatelico 

— Dizionario dei termini dello corse — Duellante ^ Fi- 
lonauta ~ Ginnastica (Storia della) — (jinnastica fomnii- 
nilo — Ginnastica masobilo — Giuochi ginnastici — Nuo- 
tatore — Proverbi sul cavallo — Scacchi — Sclierma, 

STORIA e CRONOLOGIA. 

Atlante gcogiafico «toiii-o d It\lu — Faleocfcnologia — 
Ei orgimento italiano — rivolu?Lone fiancese — btoria an 
tiLi — Storia, e (.ronolo» a, iiPdiou ile e nod ma — StDna 
di.ll aiti, nilitaic — Stona itihan'i 
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STORIA NATURALE 

Al: filo" pata — At 

— At gì— A 1 astdll — Bt 
tei — Bta — C -Oll-Cltt*' — 
Glbdrata-C lU -Ctall^ifl- 
D tt — Embn \ogi t log e- ral — F 1 g — 
riog tal— Fghitatfl-Gl — I 
11 t — I tt tten ce — I tt Od 

— I tt 1 1 — L p d tten ~ M 1 — M 1 tt t 
tog h d 11 p t h Jì Iti te — BIi — 
M 1 in g ral dcs tt — N t 1 ta a,g 

t — t It 1 1 It - P 1 t 1 °i — 

Ttp — f Itra— Plllt -Ptt. 

loc^ - S lo" — Pab co — T p fc t 1 - 

V Ica — /looi e 
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500 MANUALI HOEPLI 

Pubblicati sino ai 1° Marzo i897. 



Abitazioni «legli animali domestici, dol Dutt U. 
BiRpi, di pag. xvi-372, con 168 iiicisioiù 4 - 

Acetilene (L'), del Dott. Luiai Castellani, di pagìno 
xvi-125 2 — 

Addo Boirorleo, Acido nitrico. Acido sodico. 
Acido muriatico IFabbricazioiie dell'), dol Dott. V. 
Vbsdeb. [1(1 lavora). 

Acqne (Le) minerali e termali del Regno d'I- 
talia, dì Luigi Tioll Topografia — Analisi — Elenchi 
— Denominazione dolio acque — Malattie por le quali 
si prescrivono — Comuni in cui seatariaoono — Sta- 
bilimenti o loro proprietari — Acque e fiinglii in com- 
mereìo — Negozianti d'acque minerali, di pag. xxii-552. 5 51 

Adulterazione e falsificazione degli alimenti, 
del Dott. Prof. L. Gabba, di pagine tiii-211 . . . 2 — 

Agricoltore. — Vedi Prontuario. 

Agronomia, del Prof. Cabeoa di MimiccE, S* ediz. 
riredata ed ampliata dall'autore, di pag. £11-210 . . 1 50 

Alcool (Fabbricazione e materie prime), di F, Canta- 
MESSA, di pag. sii-307, con " 

— Vodi anclw Cognac. 
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12 ELENCO DE[ HANO.lLi IIOEPLI. 

Algebra complementare, del TroL S. Pinghb;elb; 
Parte I. Analisi algcirica, di pag. vnj-174 , , , 1 50 
Parte K. Teoria delle eqwisioni, di pag-. it-169 con 

4 inoÌBioni nel testo 1 50 

Algebra elementare, del Prot. S. Pdjcherle, 6' edi- 
zione, di pag. Kin-210 1 50 

— Vedi anche Eserdzi di algebra. 
Alighieri (Dante). — Vedi Dantologùt. 
Alimentazione, di &.Stiiìffokbllo, di pag.Tiii-lS. 2 — 

— Veiìi anche Adulterazione alimenti — Conserve ali- 
meniari — Frumento e mais — Fv/nghi e tartufi 
'— Latte, bwro e cacio — Pamficasione raxionale. 

Alimentazione del bestiame, del Prof. T. Poooi. 

(In lavoro). 
Alpi (Le), di J. Ball, tradua. del Prof. L Orbmosì, 

di pag. Ti420 1 50 

— Vedi anolie Dizionario alpino — Frealjpi. 
Amatore (L') di majoliclie e porcellane) dì L. 

De Mauri, illustrato da oltre 2900 mardie. (Li lavum). 

Amatore (L') di ometti d'arte e di curiositi, 
di L. De BI&um, di 600 pag. adomo di numerose in- 
cisioni e marche. Contiene le materie seg-iiontì; Pit- 
tura — Incisione — Sooltura in ayorio — Piccola 
scoltum — Vetri — Mobili — Smalti — Ventagli — 
Tabacchiere — Orologi — Vasellame di stagno — 
Armi od armatole — Dizionario complemonUre di 
altri infiniti og^ietti d'arto e di curiosità, 6 50 

Amministrazione. — Vedi Computisteria — Con- 
talÀUtà — Ragioneria. 

Analisi del vino, ad uso dei chimici e dei legali, del 
Botfc. M. Babth, con prefazione del Dott, L Neasler, 
traduzione del Prof D. F. C. Enrico Combosi, di 
pagine 142 con 7 incisioni intercalate noi testo. . . 2 — 

Analisi volumetrica applìuata ai prodotti co^nmer- 
ciali e industriali, del Prof, P. E. Alessandri, di 
pag. x-342. con 52 ìjicisioni 4 50 

Anatomia e d8ìolo£ia comparata, del Prof. P>. 
Desta, di pag. yii-218 con 34 incisioni 1 50 
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AiiAUtinla mici oseopiea <Te nic% Qi> del Tiof D 
Oarazzi, di pa^ xi 211 eoa 6 incisioni 1 ''lO 

Anatomia plttoriea, del Fiof A LouBArniii di 
pag. vi-118, con 39 illusioni 2 — 

Anatoniift topografica (Compendio dil dol Dott 
l'rof. C. Falcone di pag xv 395 con 30 inLisioni 
(volume doppio) 3 — 

Anatomia vegetale, dol Dottor A TooviNi di pa- 
gine svi-274 con 1-11 lui'isioiii (volnme doppio) 3 — 

Animali da cortile, dal Prof P Bonizzi di pa 
gine xiv-238 loii 39 melloni 2 - 

— Vedi anello Colombi — ComglwoUwa — Majiìe 

— FolUcoUum 

Animali domestici. — Vedi Ahitamoni — Ahm "ìi 

fazione del èe^iJimc — Be&ttame 
Animali (Gli) parassiti dcU'aomo, dil Prof F 

Mbhcanti, di pag. iv-179, uin 33 mciaioiii . . . . 1 5(J 
AntlchttA private dei romani, dol Prof. W.Kofp, 

traduzione con note ed aggiunto del Prof. N. Mo- 

EEBOHi, 2* edizione, di pagine xii-130 1 50 

— Vedi anello Amatore d'oggetti d'arie e di mriosità 

— Archeologia. 

Antropologia, del Prof. G. Cahbstrini, 2» edizione, 
di paff. TI-2&2, con 23 incisioni 1 50 

Apicoltura del Prof. G. Oanbbtbini, 2" edizione ri- 
veduta di pag. iv-lOS, con 43 incisioni 2 — 

Arabo volgare (Manuale di), di Dffi Sterlick e Dib 
Khìddag. Raccolta di 1200 vocatoli o 000 frasi pììi 
usuali, 2° edizione. (In lavoro), 

Araldica (Grani matita), di F. Teibolati, 3' ediziono, 
di pag. Tiii-120, con 98 indsioni e un'appendice sullo 
" Livree „ 2 50 

— Vedi anello VoC(i;6oia}'io araldico. 
Archeologia dell'arte, del FroC I. Gentile: 

Parte I. Storia dell'arte greca, testo, 2« ed. (csaur.). 
B Atlante per l'opera suddetta, di 149 tauole, 

indice 4 - 
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Parto IL Storia dell'arte etrusca e romana, testo, 

2" ediz. di pag. iT-2-28, '2 — 

Atlante per l'opera suddetta, di 79 tavole, 
iadiee 2 — 

Architettura Italiana, dell' Aroli. A. Melami, Parte I. 
Aroliitefctura Pclasgica, Etrusco, Italo-Greca e Ro- 
mana. Parte IL Architettura Medioevale fino alia 
Contemporanei, 2 voi, di p^. xyin-214 e xu-216, con 
46 tavolo e 113 figure, 2" edizione C — 

Aritmetica pratica, del Pivi. Dott. F. Panizza, di 
pa?. vm-188 1 50 

Aritmetica razionale, del Prof. Dott. F. Panizza, 
2^ ediz. riveduta di pag. xii-210. 1 50 

Armi e armatnrc. — Vedi Amatore d'oggetti d'arte 
e di curiosità — Storia dell'arte militare. 

Armonia (Manuale di), del Prof. G). Bbenae&i, con 
prefazione di E. Eossi, di pag. xii-288 3 50 

Arte anUca. -— Vedi Amatore d'oggetti d'arte e 
di curiosità — Archeologia — Decorazione e indu- 
strie — Fittttra — Restauratore dipinti — Scoltura. 

Arte del dire (L'), del Prof. D. FBBRABr, Manuale 
di retorica per io studente delle Scuole secondario, 
3^ udiz., corretta ed ampliata, di pag. xiii-246 con 
qi[adri sinottici 1 50 

— Vedi anche Itettorica — Ritmica — Stilistica. 
Art© militare. — Vedi Storta dell'arte militare. 
Arte minorarla, dell'Ing. Prof. V. Zoppetti, di pa- 
gine iY-192, con 112 figuro in 14 tavole 2 — 

Arti (Lo) graflche rotomoceanlche ossia la Fiio- 
grafia nelle diverso applicazioni (Fotozi noeti pia, foto- 
zincografia, fotolltograiia, fotocollografia, fotosilograSa, 
la siuoromia, ecc.), con un Dizionarietto tecnico e un 
conno storico sullo arti grafiche; 2* ediz. corretta ed 
accresciuta, con molte illustrazioni, di pag, viii-107 
con 12 tavole illustrate 2 — 

— Vedi anche Dizionaiio fotografico — Fotografia 
pei- dilettanti — Fotocì-omatografia — Fotografia 
ortocromatica — Litografìa — liicettarìo fotografico. 
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Asfalto (L'i, fabbricazione, applicazioiio. duliliigr. E. 

RioHBTTi, con 22 incisioni, di pag. Tiu-152 .... 2 — 
Asslcnraxione sulla iflta, di 0. Pìsasi, di p. ti-151. 1 50 
Assistenza degli Infermi nell'Ospedale ed In 
mmlglia, del Dott. C. Calmano, 2^ edizione di pa- 
gine xxiv-448, con 7 tavole 4 50 

— Vedi anello Igiene — Impiego ipodermico — Ma- 
teria medica — Medìeatvra antisettica — Semeio- 
tica — Soccorsi d'v/rgenza. 

Astronomia, di J. N. Lockyeb, nuova versione lìbera 
con note ed aggiunte del Prof. G. Celoeia, 4* ediz., 
di pagine xi-^ con 51 indsioni 1 50 

— Vedi anche Cosmografia — Gnomonica — Gravi- 
tazione — Ottica — Spettroaeopio. 

Atlante geogrnfleo-storico dell'Italia, del Dott. 
G. Garollo, 2itav. conpag. vin-flTditestoeun'appen. 2 — 

Atlante geografico universale, di HrEFi^ifr, non 
notizie geograficho e sUtisticho del Dott. G. Garollo, 
9^ ediz. (dalla 81000 alla 90000 copiai, con 26 carte, 
testo e ìndice alfabetico 2 — 

Attrezzatura, manovra delle navi e segnala- 
zioni marittime, di F. Imperato, di pag. xxu-300, 
con XV tavole litografate e 232 incisioni nel testo. . 4 50 

~ Vedi anche Canottaggio — Costruttore navale — 
Doveri del macchinista navale — Ingegnere navoh 

— Filonauta — Macchinista navale — Marine (Le) 
da giieifa — Morino. 

Bachi da seta, del Prof. T. Neuci, di p^. vi-27fl, 
3» ediz. con 41 incisioni e 2 tavole. (In lavoro). 

— Vedi anche Gelsicoltura — Industria della seta 

— Tintura della seta. 

Balistica. — Vedi Esplodenti — Pirotecnia — Storia 

dell'arte militare antica e moderna. 
Batteri olegia, dei Professori G. e B. Canestrìsi, 

2" ediz. in gran parte rifatta.di pag. x-274 con 37 ino. 1 50 

— Vedi anche Anatomia microseojnca — AnimaUpor 
rassiti — Microscopio — Pivtistologia — Tecnica 
protistologica. 
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. „ _ ~ __ . - — __. 

Bestiame {Ili e l'agi-icoltiira in Italia, del Prof. 
F. Alberti, di p&g. Tjn-312, con ^ aincotipìo ... 2 50 

BlaneheHa. — Vedi Disegno, taglio e confezione di 
biancherìa — Macchine da cucire — Monogrammi. 

Bibbia (Man. della), del Prof. G. M. Zampini, di pa- 
gine xii-303 2 50 

Bibliografia, di G. Ottino, 2» odia., rivoduta, di pa- 
gine vi-160. con 17 incisioni 2 ~ 

— Tedi anello Disìoìiaìio bibliografico. 
Bibliotecario (Manuale del), di Petzbolst, tradu- 

aione sulla 3* edizione tedesca, di &. Biagi e G. Fu- 
MASAU.i, di pas. SX-3M con un'appendice di pa^. 213. 7 50 

— Vedi anch'i Bibliografia ~~ JL>ÌisÌonario bibliografico. 
Biliardo (n giuoco del), de\ Oomm, J, Gelli, dì pa- 
gine Xv-179, con 79 illustrazioni 2 50 

Biograda. — Vedi Cristoforo Oolotnbo — Dantologia 
— Omero — Shakespeare. 

Borsa (Operazioni di). — Vedi Debito puMiìco — Va- 
lori pidiMiei. 

Botanica, del Prof. L D. Hooebb, traduziono del 
Prof. N. Pbdicino, 4» ediz., di pag. yiii-li«, con 68 me. 1 50 

— Vedi anche Anatomia vegetale — Fisiologìa vegetale. 
Botti. — Vedi Enologia. 

Barro. — Vedi Latte — Caseificio. 
Cacciatore.' (Mannaie del), di Q. Fbanoesohi, di pa- 
gine vi-267, con 10 tayole e 14 iucigloni 2 50 

— Vedi anche Cane (Allevatore del). 

Calci e Cementi (Impiego delie), per l'Ing. L. Maz- 
zocchi, di pan:, xii-212 con 49 indsioni 2 — 

Calcolo lafinitesimale, del Prof. E. Pascal: 
Parte I. Calcolo differemiale, di pag. ix-316 con 10 

incisioni (volume doppio) 3 — 

„ II. Calcolo integrale, di pag-. vi-318 con 15 

incisioni (Tolnme doppio) 3 — 

, III. Calcolo delle variazioni e Calcolo delle 

differenze finite, di p. sii-330 (voi. doppio). 3 — 
-~ Vodi anche Eserciti di calcalo infinitesimale. 
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Calligrafia (Haimalo ài). Cenno Etoiii^o, cifro nii^DC- 
riolie, materialo adoperato per la scrittura e metodo 
d'in segnameli t«, con 60 tarolo di modelli dei principali 
caratteri conformi ai programmi governatiTi del Pro- 
fessore R. Pebcossi, con 35 fae-sìmilì di scritture, 
elegantemente legato, tascabile, con leggio annesso al 
manuale per tenero il modello 3 ^ 

— Vedi ancte Monogrammi — Ornatista — Paleoffi-afia. 
Calore (II), del Dott. E, Jones, trad. di U. Fohnari, 

di paf. ¥111-205, con 98 incisioni (volumo doppio] . . 3 — 
Cancelliere. — Vedi GonciUatore. 
Cane (Mannaie dell'amatore ed allevatore del), di An- 

OBLo Vecchio, lii pag. xvr-403, con 129 ine. o GÌ tav. G 50 

— Vedi anolie Cacciatore. 

Canottaggio (Man. di), del Gap, G. Groppi (In lav.). 

Contante (Jlan. del), di L. SliaTRiQLi, di pag. xn-ia2. 2 — 

Cantiniere. Lavori di cantina mese por mese, di A. 
Struccbi, di pagine vJir-172, con 30 incisioni . . . 2 — 

Carta. — Vedi U industria della. 

Cartografia (Manuale teorico-pratico della), con un 
sunto sulla storia della Cartografia, del Prof. E. Gel- 
cicH, di pag, T1-S7, con 37 illnstraaionì 2 — 

— Vedi anche Gelerimengura — Disegno topografico 
—■ Telemetria — TriangòkiMone. 

Coselfieio, di L. Maketti, 2°' edizione, completamento 
rifatta dal Piof G- "martori di pag iv 212 con 3i 



— Vedi anello Beshatne ~ Latte buiìo e coà^o 
Catasto (Il niov ) italiano, dell Att E Bruni di 

pag. vii-346 (voi ime doppio) 3 — 

Cavallo (II) del Colonnello C Volpini 2» edizione 
riveduta od ampliata di pag: vi 105 con b tuTole 2 50 

— V. anelie Dwiewano termini delle eorse — I^werbi. 

Cavi telegrafici Bottomarlni. Costruzione, immer- 
sione, riparazione, dellTng. E. Jona, di pag. xvi-338, 
con 188 fig. e 1 carta delle comunìcasioitì telegraficho 
sottomarine 5 50 

— Vedi anche Telegrafia. 
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Cclcrimcnsui-a (Jlanuaìc pratico di), o tavolo loga- 
ritinicho B, quattro dedniali dolVIng. F. Boblbtti, 
di pag. Ti-148 con 29 incisioni 3 60 

Celeri mensiir a (ìlaniialo o tavole di), dell'Ing(snerc 
G. Orlandi, di pag. 120Ù con quadro geiioiale d'in- 
terpolazioni 18— 

Cemento. — Vodi Calci e cementi. 

Comeatazione. — Vedi Tempera. 

Ceralacche. — Vedi Yei-niei e lacclie. 

Gernmicbe. — Vedi Amatore di majoUche. 

Cblinlea, del Prof. H. E. Roscoe, traduzione del 
Prof. A. PATEsr, dì pag. yr-2±, con 38 incisioni, 4^ 
edizione 1 50 

ChimleA osrnrin, del Pi'of. Dott. A. Aducco, di 
pasr. TJir-328 2 50 

Cblmico (Manuale del) e dell' Industriale, ad uso 
dei Oliimici analitici o teenioi, degli industriali, ecc., 
del Dott Pro£ L. Gabba, 2* cdiBÌone (In lavoro). 

Ciclista (Manuale dal), di A. (S-aiante, rlccamonte 
illustrato, 2" odiz. iTitoraniento rifatta da Gustavo 
Macchi. (In lavoro). 

CHmatologin, del Dott. L. Da Marchi, di p. x-201, 
con 6 cart« 1 50 

— Vedi anche Geografia fisica — Igroscopi — Meteo- 
rologia. 

Codici e leggi usnalt d'Italia, riscontrati sul testo 
ufficiale coordinati e annotati dal Prof. Avv. L. E^an- 
cm, raccolti in 2 grossi volumi legati in tutta, polle 
flessibile. 
Voi. I. Oontenonte; Codice civile — dì procedura ci- 
vile — di commercio — penalo^ proce- 
dura penale — della marina mercantilo — 
penale per l'esercito — penale militare 
marittimo, otto codici di pag. vi-1160. . 7 50 
Voi. II. Conterrà lo leggi usuali. (In lavoro). 

Codice civile del Regno d'Italia, accuratamente 
riscontrato sul testo ufficiale, corredato di richiami e 
coordinato dal Prof. Avv. L. Franchi, di pag. 215 . 1 50 
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Codice tli proeeilura civile, accurata mento riscon- 
trato sul testo ufficiale, corredato dì richiami e coor- 
dinato da! Frot Avv. L. Fkanchi, di pag-. 154 . . . 1 50 

Codice (Il commercio, accuratamente riscontrato 
sul tosto ufficiale, corredato di ricMami e coordinato 
dal Prof. Att. Ij. Franchi, di pag. 1K 1 50 

Codice penale e di procedura penale, secondo 
il testo ufficialo, corredato di richiami o coordinato dai 
Prof. AvT. L. Franchi, di pag. 211 1 50 

Codice di Moriaa Mercantile, socondo il testo 
ufficiale, corredato di richiami e coordinato dal Prof. 
Att. L, FaANCHi, di pag. 260 1 60 

Codice penale per l'esercito e penale militare 
marittimo, secondo il testo ufficiale, corredato di ri- 
cl)iimiocoordinatodalProf.Avv.L.FBANCHi,dip.l63. 1 50 

Codice cavalleresco italiano (Tecnica dol daeLloI, 
opera premiata con medaglia d'oro, del Oomn). J. Gblii, 
8» ediz. riveduta di pag. xv-273 2 50 

— Vedi anche BiKllante. 

Codice doganale italiano con commento e 
note, dell'Avv E Bboni di pag- \x 1078 con 4 ine 50 

Cognac (Fabb cazio o d I e dello splilto di vino 
e distillazione delle fOece e delle t nacce, 
di Dai P az co odato di a o az u dol Cav. G. 
Prato, dpagxlJSconì? so ...2 — 

~ Vedi an he Al ool 

Coleotteri italiani de Dott A Gr ffl di pa- 
gine STi-Sil 15 s on 70 o dopp o . . . 3 — 

— Vedi anche Ammali jKirassiti — Ditteri — Imenot- 
Ieri — Lepidotteri. 

Colombi domestici e colomliicoltnra, dol Prof. 

P. BoHizzi, di pagine vi-210, con 29 incisioni . . . 2 — 
~ Vedi anche Animali da cortile — FollicoUara. 
Colori e la pittura (La scienza dei), dol Prof. L. 

Guaita, di pag. 348 2 — 

Colori e vernici, di tì. Oorini, :> ediz. totalmente 

rifatta, per Vlng. G. Appiani, di pag. x-282, con 13 ine. 2 — 

— Vedi anche JJM« e colori — Vernici. 
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Coltivazione ed iniltiatrie delle piante tessili, 

propri Eimonte dette e di quelle obe danno materia per 
legacci, lavoii dintieccio, spartena, spazzole, scopo, 
carta, ecc., coli aggiunta di «n dizionario delle piante 
ed industrie tessili di oltre 8000 voci, del Prof. M. 
A. Satoeqmah D'Osoppo, di pagine xn-470, con 72 in- 

— Vedi anche Filatura — Tessitore. 
Compensazione degli errori «on speciale ap- 
plicazione al rUievl geodotlel, di F. Grotti, 

di pag, iv-ieO ■ 2 — 

Compositore-TipograTo (Manuale deU'allieTo), di 

S. Landl — Vedi Tipografia, 7ol. IL 
Compntisteria, del Prof. V. Gitti; 

Voi. I. Computisteria commerciale, 3" ediz. di pa- 
gine VI-16& 1 50 

Voi. n. Coniputistoria finanziaria, di pag. vjii-150 , 1 50 
Compafisterla ograrttt, del Prof. L. Petki, di par 
gino Ti-212 1 50 

— Vedi aiiolve Contabilità — Bagioneria. 

Concia delle pelli ed arti affini, di G. Gorini, 
3» edizione interamente riSitta dai Dott. Q. B. Fran- 
OBSOHi e Gr. Ventbroli, di pag-. ix-210 2 — 

Conciliatore (Manuale del), dell'Avv, G. Pattacisl 
Gnida teorico-pratica con formulario completo poi Con- 
ciliatore, Oancolhore U re e Pat oc natoro di causo. 
3» edizione rÌTod ta od anpliata dallantore e inessa 
in armonia con 1 ult uia leggo 28 lugl o 1895, di pa- 
gine x-465 . 3 — 

Concimi, del Prof A Fdnar d pag vii-253. . . 2 — 

— Tedi anclie Su s 

Confezione d nbiti per signora e l a te del taglio, 
compilato da Em UA Co A d pag v o 91, con 40 ta- 
volo illustrative 3 — 

— Vodi anello D q tigloe confez ime di Man- 
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Conserve alimeutai'i, di G. Goaim, 3° od ìz. intera^ 
mente rifatta dai Dott. G. B. Franceschi e G. Ven- 
TDBOLi, di pag. viii-25a 2 — 

Contabilità comunale, Bci^ondo le nuove disposizioni 
legislatiTe e rogolamentari (Testo unico 10 febbraio 1889 
e E. Decreto 6 luglio 1890), del Prof. A. De Brun, 
di pag. Tin-244 1 50 

Contabilità generale dello Stato, deU'Arv. E. 
Bruni, pag-. vn-422 (volunio doppio) 3 — 

Cosmografla. Uno sguardo all'Universo, di B. M. 
La Leta, di pag. xii-lff!, con 11 incisioni e 3 tavole 1 50 

Costituzione degli stntl. — Vedi DiritU e doveri 
— Ordinamento. 

Costruttore navale (Manuale doli, di G. Rosai, dì 
pag. XTi-517, con 231 figure intercalate nel testo e G5 
tabelle 6 — 

— Vedi anello Attree:iatv,ra navale — Canoffasgio -~ 
Doveri del macchinista navale — Filanattta ~ In- 
gegnere navale ~ Macchinista ruivale — Marine da 
guerra — Marino. 

Crlstallografla geometrica, fisica e chimica, 
applicata ai minerali, del Pro£ E. Sansoni, di pa- 
gine xvi-368, eon 284 incisioni nel testo (voi. doppio). 3 — 

— Vedi anello Geologia — Mineralogia. 
Cristoforo Colombo, del l'rof. V. Bellio, con 10 

incisioni, di pag. it-136 1 50 

Crittogame. — Vedi Malattie erittogamiehe. 

Crlttografln (La) diplomatiea, militare e commerciale, 
ossia l'arte di cifrare o decifrare le corrispondenze 
segrete. Saggio del conte L. Gioppi, di pag. 177 . . 3 50 

CronoI«giH. — Vedi StoJ-iae a-onologia. 

Cubatura del legnami (Prontuario per lai, di G. 
Belluomini, 3" edizione aumentata e corretta, di la- 
gine 204 9M) 

— Vedi anello Falegname. 
Cuoio. — Vedi Concia delle pelli. 

Curiosità. ^ Vedi Amatore di oggetti d'arte e di 
curiosità. 
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Curve. MmiualB pel tmuuianionto delle curvo dello 
Perrorio e Strado carrottiare dì Q. H. KeOhnke, tra- 
duzione di L. LOBii, 2^ edizione, di pagjno l&ì, coti 
1 tavola 2 50 

Dantologia, dol Dott. G). A. Soastazziki, 2^ odiziono. 
Vita ed Opere di Danto Ai^hieri, di pagine vi'408 
(volume doppio) 3 — 

Debito (II) pubblico italiano e le rog-ole o i modi 
per le operazioni sui titoli che lo rappresentano, di 
F. AzzONi, di p^. vni-376 (volume doppio) .... 3 — 

— Vedi anehe Operazioni di bm-ga — Valori pubbliei. 

Decorazione e Industrie artistiche, doli' Archi- 
tetto A. Melasi, 2 volumi, di pagine xx-460, con 118 



Determinanti e applicazioni, del Prof. Q. Pascal, 
di pag. vni-330 (volume doppio) 3 — 

Didattica per gli alunni delle scuole normali e poi 
maestri eieraeiitari del Prof. G. Soli, di pag. yiii-214. 1 50 

Digesto (II), del Prof. C. Ferrini, di pag. JV-134 . . 1 50 

Dinamica elementare, del Dott. C. Cattaneo, di 
paa-. vni-143, con 25 figure 1 50 

— Vedi anche Termodinamica. 

Diritti e doveri del cittadini, secondo le Istitu- 
zioni dello Stato, per uso delle pubbliche scuole, dol 
Prof. D. JIafpioli, 0» ediz-, di pag. xvi-^9 . . . . 1 50 

Diritto amministrativo giusta i programmi governa- 
tivi, ad uso degli Istituti tecnici, del Prot &. Lobis, 
3" edizione, di pt^, xklv-641 (volume doppio) . . . 3 — 

— Vedi anche Contabilità comunale — Contabilità gè- 
nerale dello Stato — Legge comìtnale. 

Diritto eivile(Compendiodi), del Prof. G. Louis, giusta 
i pri^ramnii governativi ad uso degli Istituti tecnici, 
di pag. XVI-33C (volume doppio) 3 — 

Diritto civile ttallnno, del Prof. C. Albicini, di 
pag. Tiit-1'28 1 DO 

— Vedi anche Codice dvile — Codice di procedura 
civile. 
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Diritto CARiincrciale italiano, del Prof. E. Vidabi, 
di pig. x-514 (volume doppio) 3 - 

— Vedi aticho Codice commerciale — Mandato. 

Diritto eomnnale e provinciale. — Vedi Conta- 
bilità comunale — Diritto amministrativo — Legge 
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Diritto costituzionale, dell' Avv. Prof. F, P. Coii- 

TDZzi, 2" odiziono, di pag. svi-370- (volume doppio), . 3 
Diritto ecclesiastico, dì C. Olmo, di pagine xii-472 

(Tftlume doppio) 3 

Diritto internajEionale privato, dell' Avv. ['rof. F. 

P. CoNTUZzi, di pag-, xvi-392 fvolumo doppio) ... 3 
Diritto intemazionale palbbl]eo,deirAvT.Frof.F. 

I', GoNTDZzi, di pag. xn-320 (volarne doppio) ... 3 
Diritto penale, dell' Avv. A. Stoppato, di p, 
— Vedi anello Codice penale e di procedura penale 

— Codice penale militare e peìuxle militare marit- 

Diritto romano, del Prof. 0. Fereini, dì pag. rai-132. 1 50 
Disegnatore meccanico e nozioni tecnictia generali 
di Aritmetica, Geometria, Algebra, Prospettiva, Resi- 
stenza dei materiali. Apparecchi idraulici, Macelline 
semplici od a vapore. Propulsori, per V. Goffi, a» 
edizione rivednta, di paff. xxi-436, con 303 figure . . 5 — 
Disegno. I principi! del Disegno, del Prof. 0. Boito, 
4* edizione, di pag. rai-SCW, con 61 sil(^rafie. . . . 2 — 

— Vedi anche Monogrammi — Ornatista. 
Disegno assonometrico, del Prof. P. Faolohi, di 

pt^. iv-1^ con 21 tavolo e 23 figure ne! testo . . . 2 — 
Disegno geometrico, do! Prof. A. Antilli, di pa- 
gine VIII-S8, con 6 figure nel testo e 27 tavole litogr., 

2« edizione 2 - 

Disegno influstriale, di E. Giobli. Corso regolare 
di disegno geometrico e dello proiezioni. Degli sviluppi 
delle superfid dei solidi. Della costruzione dei princi- 
pali oi^ni delle maeeliiiie. Macelline utensili, dì pa- 
gine VII1-2I8, con 200 problemi risolti e 201 figure . 2 - 
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Disegno dì praiesioui ortogonali, dui l'tot D. 
Landi, di pag. viii-152, con 1^ indsìoiii 2 ^ 

— Vedi anche Proieiioni — Prospettiva. 
Disegno topografico, de! Cniiitaito Q. Bertelli, 

2» edizionp, di pag-. vi-137, con 12 tavole o 10 ìtidìs. 2 — 

— Vedi anche Cartografia — Celerimenmra ~ Pro- 
spettiva — Regolo calcolatore — Telemetria — Trìan- 
golaiiotii^ 

Disegno, taglio e confezione ili biancheria 
(Itaniiale teorico pratico di), di E. Bonetti, con «ii 
Dizioiiario di il omen datura, dì pagine viii-216 con 4) 
taifole illustrativo 3 ~ 

— Vedi anohe Confezione A' abiti. 
Disinrezione. — Vedi Infezione. 
Distillazione. — Vedi Alcool — Analisi del vino — 

Analisi volwmetHca — Chimica agraria — Chimico 
— Cognac — Fai-macisla — Liquorista. 
Ditteri italiani, di Paolo Liov {Entomologia III), 
dì pag. yii-356, con 227 indsìoni (toIuiuo doppio) . . 3 — 

— Vedi anche Aniinali parassiti — Coleotteri — Ime- 
notteri — Lepidotteri. 

Dizionario alpino italiano. Parte 1*; Vette e 
valicki italiani, deiring. E, BiftNAMi-SoRMANi. — 
Parto 2*: Valli lombarde e limitrofe alla Lombardia, 
dellTng. C. SooLAM, di pag. xxii-310 3 50 

— Vedi anche Alpi — Pivalpi. 

Dizionario bibliografico, dì C. Ablia, di pa- 
gine 100 1 50 

— Vedi anche Bibliografia — Bibliotecario. 
Dizionario Eritreo (Piccolo) Italiano -arabo- 

amarlco, l'accolta dei vocaboli piU usuali nello prin- 
cipali lingue parlate nulla colonia eritrea, di A. Al- 
lori, di pagine xsxin-203 2 50 

— Vedi anche Arabo volgare — Grammatica galla — 
Lingue d'Africa — Tigre. 

Dizionario filatelico, per il raccoglitore di tran- 
cobolli con introduzione storica o bibliografia, del 
Corom. J. Gbli-i, di pag. LSiv-i22 <! 50 
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fVitografleo pei dilottanti e prafessionìsti, 
con oltre 1500 voci io 4 lingue, 500 sinonimi, e 600 for- 
mule, di L. Gioppi, di pag. TUi-SOO, con 05 incisioni 

e 10 tavole 7 50 

Dizionario geografico noiversale, del Prof. Dot- 
tor G. Garollo, 4" edizione coinpletamonto rifatta. 
Uscirà Dell' ali tanno del 1897. 
Dizionario mllanese-italiauo e repertorio ita- 
liano-milanese, di Clbtto Abmohi, di pag, 912, 

a due colonna 2°- edizione 8 50 

Dizionario taseabile (Nuoto) italtano-tedesca 
o tede» co -italiano, compilato sui migliori vocabo- 
lari moderni e provvisto d' un'accurata aecentuaziono 
per la pronimoia dell'italiano, di A. FiOEi, £" edìz., 
compi etani ente rifatta dal Prof. G. Cattaneo, di p. 333. 3 50 
Dizionario tecnico in qnatitro lingue doli' Ing. E. 
■Webber, i volumi. 

ToL I. Italiano-Tedesco- Fruneose-Inglese, di pa- 
gine 1V-S36 i — 

voi. n. Deutseli-Italioiiisch-FranzOsiscU-Engliscli. 

(In layoro). 
voi. III, Fransais-Italien-Allemand-Anglais. (In 

lavoro', 
voi. rV, Englisli-Italiin-Gernian-Freni;li. (In lav.). 
Dizionario termini «Ielle corse, di O. Yolpini, 

di pf^. 47 1 -~ 

Dizionario nnlversale delle lingue Italiana, 
tedesca, Inglese e francese, disposte in un 

unico alfabeto, 1 voi. di pag. 1200 8 — 

Dizionario volapUh. ^ Vedi VolapUìc. 
Dogane. — V. Codice doganaie — Trasponi e tariffe. 
Dottrina popolare, in 4 lingue. {Italiana, Francese, 
Inglese e Tedesca). Motti popolari, frasi commerciali 
e proverbi, raccolti da G. Sessì, 2« ed., di pag, iv-21.2. 2 — 
DoTcrl del macchinista navale e condotta dulia 
macchina a vapore marina ad uso dei macchinisti 
navali e degli Ùtitnti nautici, di M. Lionakolo, di 
pag. XTi-303 2 50 
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Duellante (Manuale dol) in appendice al Codice caval- 
leresco. Opoca premiata con medaglia d'oro e oon 
diploma d'onoro, del Ooium, J. Qelli, 2" ediziono, 
di pag. viii-266, con 27 tavole ......... 2 50 

— Vedi anello Codice caoalleresco — Schei-ma. 
Economia ilei fabbricati rurali, di Y. Niccoli, 

me- vi-192 2 — 

Economia politica, del Prof. W. S. Jetoks, traduz. 
dol Prof. L. OossA, 3» odia, riveduta di pag-. xiv-174. 1 50 

Elettricista (Manuale doli'), doi Proff. G. Colombo e 
Ferrini, di pag. viii-2CH44, con 40 incisioni .... 4 — 

Elettricità, dol Prof. Flbbminci Jenkin, traduzione 
del Prof. R. Ferrini, di pagine sii-208, con 3i3 in- 
cisioni, 2" odiz, riveduta 1 50 

Embriologia e morFologta generale, del Prof. 
G. Cattaneo, di pag. x-212, con 71 imàsioni ... 1 50 

Eneielopedia DoepU (Piccola), in 2 voi. di 3375 pa- 
gine di due colonne per ogni pagina, con Appendice 
{140-740 voci). L'opera completa elesaiit. legata. . 20 ~ 

EucIclopetlia(P!Ccola)dimatemalicasaperlorc, 
del Prof. E. Pascai. (In lavoro). 

Energia fisica, dol Prof R. Ferrini, di pa^. vi-108, 
oon 15 incisioni 1 50 

Enologia, precetti ad uso degli enolc^ italiani, dol 
Prof. 0. Ottavi, 3» edizione interamente rifatta da 
A. Strucchi, con una Appendice sul metodo della 
Botto uaitaria pei calcoli relativi alle botti ciiixilari, 
dell'Ing-. Agr. R. Bassi, di pag. xvi-291, con 23 ine 2 - 

— Vedi anche Alcool — Analisi del vino — Cantiniere 
— Cognac — Liquorista — Malattie ed alterasioni 
dei vini — Uva da tavola — Vino — Viticoltura. 

Enologia domestica, di R. Sebhaqiotto, dì pa- 
gine vin-223 2 — 

Entomologia. — Vedi Animali parassiti — Apicol- 
iu?([ — Bachi da seta — Coleotteri — Ditteri ita- 
liant — Imbalsamatore — Imenotteri — Insetti no- 
civi — Insetti utili — Lepidotteri italiani — Natu- 
ìiihsla iiaqijiatoie 
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Eritreo. — Vedi Dizionario eritreo, italiano-arabo- 
amarico — Grammatica galla — iinjue d'Africa 
— ^'odotti agricoli del Tropico — Tigre-italiano. 

Errori e preglntllzl volgari, confatati calla scorta 
della scienza e del raziodnio da a. Strappo bello, 
di iM^. iv-170 1 50 

Esercizi ai algebra elementare, del Prof. S. Pis- 
CHBRLE, di ■p&%. vin-135, con 2 incisioni 1 50 

— Vedi anche Algebra. 

Esercizi di calcolo In fluite alni ni e (Calcolo dilfc- 
renaiale o integrale), del Prof. E. Pascal, di pn,- 
gine 2X-372 (Toliime doppio) 3 — 

— Vedi anclie Calcolo infinitesimale. 

Esercizi di traduzione a complemento della 
grammatica (Mancese, dei Prof. G. Prat, di 
pagine vi-183 1 50 

Esercizi <1I traduzione con vocabolario a 
eomplcmento della Grammatica tedesca, 
del Prof. G. Adler, di iy-28S 1 50 

Esercizi geografici e quesiti, sull'Atlante geo- 
grafico nniversale di B. Klepert, di L, HuecEa, 
3» edizione rifetta, di pag. vm-208 150 

Esercizi greci per la 4* classe ginnasiale in correla- 
zione alle Nozioni etementari di lingua greca, del 
Prof. V. Inaua ; del Prof. A. V. Bisconti, di pa- 
gine xxi-mi 1 50 

Esercizi latini con regole (Morfologia g-onerale), 
del Prof. P. E. Cbbeti, di pag. xn-332 1 50 

Esercizi salta geometria elementare, del Pro- 
fessore PiNCEBRLB, di pAg. vni-130 coii 50 incisioni , 1 50 

Esplodenti e modo di mbbrlearll, di K Molina, 
di pag. ss-300 2 50 

— Vedi anche Pirotecma. 

Estetica, del Prot. M, Pilo, di pag. xx-260 .... 1 50 
Estimo del tei*renl. Garanzia dei pfestiti ipotecari 
e dell'equa ripartiaiono dell'imposta, dell' Ing. P. Fi- 
lippini, di pag. svi-^, con 3 incisioni 3 — 
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Estimo rurale, del Prof. F. Oarega di Mueiccb, 
di pag. Ti-164 2 

— Vedi anche Agrcmomia — Catasto — Celeriniensura 

— Disegno topografico — economia dei fabbricati 
rttrali — Geometria pratica ^PronhKiHo dell'agri- 
coltore — Triangolazioni. 

Etica, del Prof. L. Friso Un lavoro). 

— Vedi anche Filosofia morale 

Etnografia, do! Prof. B. Malfatti, 2" edizione intei'a- 
ijiento rifusa, di pag. vi-201) 1 

— Vedi anohe Antropologia — Paleoetnologia. 
Fabbricati civili di abitazione, dellTng. 0. Levi, 

di pag. xii-^5, con 181 incisioni 4 

Fabbro. — Tedi Fonditore — Meccanico — Operaio 

— Tonùtore. 

Falegname ed ebanista. Natura dei legnami, ma- 
niera di conservarli, prepararli, colorirli e Teriiidarli, 
loro enbatura, di Gr, BELLnoMiNi, di pag-. X-13S, con 
42 incisioni 2 

— Vedi anche Cvibatura. 

Farmactsta [Manuale del), del Prof. P, E. Albssasdui, 
di pagine xu-W&, con 138 tavolB o 80 incisioni ori- 
ginali 6 

— Vedi anche Chimico — Impiego ipodermico — Ma- 
teria medica — Medicatura antisettica. 

Ferro. — Vedi 500 meccanismi — Ingegnere civile 

— Ingegnere navale — Metalli — Operaio — Peso 
dei metalli — BesisterKa materiali — Siderurgia — 
Tempera — Tornitore meccanico — Travi metallici. 

Ferroric. — Vedi Codice doganale — Curve — Mac- 
chinista e fuochista — Trasporti e tariffe. 

Filatelia. — Vedi Dizionario filatelico. 

Filatura. Manuale di filatura, tessitura e lavoraaione 
meccanica delle fibre tessili, di E. Grothe, traduzione 
suU'altioia edizione tedesca, dì pagiuc tiu-414 con 
106 incisioni 6 
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Filatura dcllii seta, di G, PAsauALia. (In lavorol- 
Filologia clnsaica, greca e latlua, del Prof. V. 

Inaka, di pag. xii-195 1 50 

Fllonaata. Quadro gonoraledì navigazione da diporto 
o consigli ai piinoi pianti, con un Vocabolario tecnico pi ìi 
in uso nel paiifiliameuto, del Capitano G. Oi.ivasi, 
di pag. xvi-280 2 50 

— Vedi auclie Canottaggio. 

FilosoQa. — Vedi Estetica — Etica — ■ Filosofia mo- 
rale — Logica — Psicologia — Psicologia fisiologica. 

Filosofia morale, del Prof. L. Fkiso, di pt^. xvi-33f> 
(volume doppio) 3 — 

— Vedi anche Etica. 

Finanze. — Vedi Debito pubblico — Scienza delle 
finanze — Valori pubblici. 

Fiori artificiali. Manuale del floiìata, di 0. Bali-e- 
RISI, di pag. xvt-278, con 144 incisioni e 1 tavola cro- 
matica a 86 colori 3 50 

Fiori. — Vodi Botanica — Floi-icoltwa — Orticol- 
tura —• Piante e fiori. 

Fisica, dol Prof. Balfotjr Stewart, 5» edia. italiana 
interam. rifatta dal Prof. 0. Murìni, di pag. xii-292, 
con 139 incisioni 1 50 

Fisica (Elementi di), par gli fetìtuti tecnici e Licei, 
del Prof. 0. Mukani, di pag. 3s-8fì7, con 380 incisioni 
e 3 tavole 5 50 

— Vedi anche Calore — Dinamica — Energia fisica 
— ilice e suono — Termodinamica. 

Fisiologia, di Poster, traduz. del Prof. Q. Alrist, 
3^ ediz. di pag. xir-158, con 18 incisioni 1 50 

Fisiologia vegetale, del Doti. Lrioi Mootemartini, 
con illustrazioni. (In lavoro). 

— Vedi anche Anatomia vegetale. 
Floricoltura (Manuale dì), di C. M. Fratelli Roda, 

di pag. viir-186, con 61 inàsioni '2 — 

— Vedi anche Botanica — Fiori artificiali — Orti- 
coltura — Mante e fiori. 
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Fognatura cittadina, dellTtig. D, Spatako, di pa- 
gine x-684, con SO figure e 1 tavola in litografia. . 7 — 

Fonditore in tutti 1 metalli (Manuale del), di G. 
Belluomiot, di pag. 146, con 41 incisioni 2 — 

— Tedi anche Operaio. 

Fonologia greca, del Prof. A. CiNaniNr. (In laToro]. 

Fonologia italiana, del Prof. L. Stoppato, di pa- 
gine viri-llE 1 50 

[i'onologla latina, del S. Consoli, di p^. 203. . , 1 50 

Foto cromatografia (La), del Dott. L. Sassi, di pa- 
gine xxi-138, con 19 incisioni 2 — 

Fotografia ortocromatlc», dol Dott. C. Bohacihi, 
di pag. xvi-277 con incisioni e 5 tavole ..... 3 50 

Fotografia pel tlllettantl. (Como il solo dipinge), 
di G. MuFFONE, di pag. xii-303, 3» edizione rifatta ed 



Fotografia ed arti affini. — Vedi Arti grafiche — 
Dizionario Fotografico — Litografia — Proiezioni 
— Ricettario fotografico. 

Francobolli. — Vedi Dizionario filatelico. 

Frumento e mais, del Prof. G. Cantoni, di pag. vi-lfiS, 

Frutta minori (Le), di A. Focci, di pagine viit-192, 
con 96 incisioni 2 50 

Frutticoltura, del Prof. Dotfc. D. Tamaho, 2» ediz., 
di pag. xTi-225, con Si ind^oni 2 — 

Frutti artificiali. — Vedi Pomologia, artificiale. 

Fulmini e parafulmini, del Dott. Prof. E. Oanb- 



Punglil (Il ed I tartufi, loro natura, storia, cultura, 
conserrazione o cucinitara. Conni di Folco Bruni, 
di pag. vm-181 2 

Funghi mangerecci e funghi velenosi, del Dott. 
F. Cavar*. (In lavoro). 

Funzioni ellittiche, del Pro£ E. Pascal, di pa- 
gine 210. 1 
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Galvanoplastica, od altro applicazioni dell' elettrolisi. 
Galvanostegia. Elottrometallui^ia. Affinatura dei me- 
talli, Preparazione doiralluminio, Sbiancliimento della 
earta e dello stoSe, Hisanameuto dolio acquo, Concia 
olottrica dallo pelli, eoe. dol Prof. R. Ferrini, 2^ edi- 
zione, completamente rifatta, di p. xu-292, con 45 ino. i — 

Gaz. — Vedi Acetilene. 

Gelsicoltura, del Prof. D. Tamaro, di p.xvi-175oSiiic. 2 — 

— Vedi anche Baciti da seta. 

Geodesia. — Vedi Compema^iotte degli errori — 
Cderimensura — Curve — Disegno topografico — 
Geometria pratica — R-ospettiva — Telemetria — 
Triangolasioni. 

Geografìa, di G-. Grove, traduzione del Prof. &. Gal- 
letti, 2» odiz. riveduta, dì pa^. xn-160, con 28 incis. 1 50 

Geografia classica, di H. F. Tozek, traduzione e 
noto del Prof, I. Gentile, 5" ediz., di pag-. iv-108 . 1 50 

Geografia fisica, di A. Geikie, traduzione sulla 0» 
cdiz. inglese di A. Stoppasi, 3» cdiz., di pag. iv-132, 
con 20 incisioni 1 50 

Geologia, di A. Qbikib, traduzione sulla 3^ edìziono 
inglese di A. Stoppani, 3* odiziono di pag, yt-151, con 
47 incisioni 1 50 

~ Vedi auclie PaleoetnologitL 

Geometria analitica dello spazio, dol Prof. F. 
AscHiERi, di pag. TI 196, con 11 incisioni 1 50 

Geometria analitica del plano, del Prol. F. 
AscHiEftì, di pag. Yi-104, con 12 incisioni 1 50 

Geometria descrittiva, del Prof. F. Aschieri, di 
pag. vi-2^ con 103 indsioni, 2» edizione rifatta . . 1 50 

Geometria metrica o- trigonometrica, del Pro£ 
S. Pincheble, 4" edizione, di pagine iv-158, con 47 
incisioni 1 50 

Geometria pratica, dollTng. Prof. G. Erede, 2^ edi- 
zione riveduta, di pag. x-18i, con 124 iuoiaioni . . . 2 — 

— Vedi anche Disegno assonometrico — Disegno geo- 
metrico — Disegno topografico — Geodesia — Pro- 
spettiva — Regolo calcolatore — Statica. 
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Geometria prwjettìva del plano e della stella, 

dol Prof. F. AscHiBBi, 2* edizione, di pag. ti-2ì8, con 

86 inosioiii 1 50 

Geometria proiettiva dello spazio, del Prof. F. 
AscHiBai, 2* edizione rifatta, dì pagine vi-2Gl, con 16 

Geometria pura elementare, dol Prof. S. Pra- 
CHERLE, 4* edizione, di pagine tci-159, con 113 in- 
cisioni 1 50 

— Vedi anclie Esercizi di geometria. 

GlardlDO (li) infantile, del Prof. P. Conti, di pa- 
EÌno i¥-214, con 97 tavolo (volarne doppio) .... 3 — 

Ginnastica (Storia delia), di F. Valletti, di pa- 
gine vni-18J 1 50 

Ginnastica femminile, di F. Valletti, di pagine 
TI-1L2, con 67 illustrazioni 2 — 

Ginnastica maschile (Manuale di|, per cura del 
Comin. J. Gelli, di pag. Tin-1(B, con 216 incisioni . 2 — 

— Vedi anello Giuochi ginnastici. 
Gioielleria, oreflceria, oro, ai-gento e platino, 

di E. BoSELLi, di pBg. 336, con 125 incisioni . . . 4 — 
Giuochi ginnastici per la gioventù delle 
scuole e del popolo, raccolti e descritti, di F. 
Gabrielli, di pag. xs-218, con 24 tavole illustrativo. 2 50 

— Vedi anello Giardino infantile. 
Glottologia, del Pr. G. Da Gebogeio, di pag. xxxii-318 

(volume doppio) 3 — 

— Vedi anello Letterature divei'se — lAngiia gotica 
— Lingue neolatine — Sanscrito. 

Gnomonica ossia l'arte di costruire orologi 
8olari,lezioni popolari di B. ìI.LaLeta, di p.vJU-160. 1 50 

— Vedi anche Orologeria. 

Grafologia, del Prof. C. IjOMBeoso, con 470 fao-simili, 
di pag. v-345 3 50 

Grammatica albanese, del Prof. V. Libbandi. (In 
lavoro). 

Grammatica araldica. — Vedi Araldica. 
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Grammatica od esercizi pratici della lingua 

ebraica, del Prof. I. Levi. (Iti lavoro). 
Grammatica francese, del Prof, G. Pbat, di pa- 
gine xi-287 1 50 

— Vedi anche Ssèreizi di traduzione — Lettera- 

Grammatica e dizionario della lingna del 
Galla (oromonica), del Prof, E. Viterbo. 

Voi I. Galla-Italiano, dì pajf. Tm-152 2 50 

Voi. II. Italiano-Galla, di pag.i.xiv-106 2 50 

Grammatica greca. (Nozioni elementari di lii^ua 
greca), del Prof. Inaha, 2' edizione di pag. xti.208. 1 50 

— Vedi anche Eserciti — Eonoloffia greca — Lette- 
ratura — Morfologia greca — Verbi greci. 

Grammatica della lingaa greca moderna, del 
Prof. R. LoTBRA, dì pag. ti-154 1 50 

Grammatica inglese, del Prof. L. Patia, di pa- 
gine sn-260 1 50 

Grammatica italiana, del Prof. T. Concari, & edi- 
zione, riveduta, di pag. xti-230 1 50 

— Vedi anche Fonologia italiana. 
Grammatica latina, del Prof. L. Talmasgi, 2» edi- 
zione di pag. vm-ffi6 1 50 

— Vedi anche Eseraei latini — Fonologia latina — 
Letteratura rmnawi — Verbi latini. 

Grammatica della lingaa olandese, di M, Mor- 
gana, di pag. Tiii-^4 {Tolunie doppio) 3 — 

Grammatica e Tocabolario della lingua ru- 
mena, del Prof. FI. Lovbba, di pag. vni-200 ... 1 50 

Grammatica russa, del Prof. VoiNoviOH.di pag-, s-272 
(volume doppio) 3 — 

Grammatica sanscrita. — Vedi Sanscrito. 

Grammatica spagnnola, del Prof. L. Pavia, dì 
pagine sii-lSl 1 50 

— Vedi anche Letteratura. 

Grammatica tedesca, del Prof, Ij. Pavia, di pa- 
gine XVIII-25Ì 1 50 

— Vedi anche Esercizi di traduzione — Letteratwa. 
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Gravitazione. Spiegazione olemetitarc delle prind- 
pali perturbazioni nel sistema solare di Sir S. B. Airy, 
traduzione, note ed assunte di F. Porro, con 60 
incisioni, di pag. xxn-176 1 BO 

Grecia antica. — Vedi Areheologia (Parto I) — 
Stona imtica. 

Hiimos (Ij'), la fertilità e l'igiene dei terreni 
culturali, del Prof. A. Casali, di pag. X7i-220 . . 2 — 

— Vedi anclie Oimciìm. 

Idraulica, del Prof. Ing. T. Perdoni. (In lavoro). 

Idroterapia. — Vedi Acque. 

igiene. — Vedi Acque minerali — Fognatura citta- 
dina — Igiene della vista — Igiene del lavoro — 
Igiene vita pubblica e privata — Igiene privata e 
medicina popola3-e — Igiene pubblica — Igiene rurale 

— Igiene scolastica — Igiene veterinaria — Immtt- 
nità ~ Infezione, disinfeiione e disinfettanti — Me- 
dicatura antisettica. 

Igiene della vista eotto il rispetto ecolastlco, 

del Dott. A. LoMONACo. (In lavoro). 
Igleue del lavoro, di Trambusti A. e Sanaeelli, 

di pagine ¥iii.362, con 70 incisioni 2 50 

Igiene della vita pubblica e privata, del Dott. 

a. Faralli, di pag. xn-SO 2 50 

Igiene privata e medicina popolare ad nso delle fa- 
miglie, di 0. BooK, traduzione di E. Paribiti sulla 
7' edizione tedesca, con una introduzione di S, Sor- 
mani, di pag. xn-278 2 50 

Igiene pubblica, del Dott. 0. Gorìbi. (Iti la- 
Igiene rurale, di A. Carearoli, di pagine x-470 

(volume doppio) 3 — 

Igiene scolastica, di A. Ilui'ossi, 2» edizione, di 

pag. iT-246 2 — 

Igiene veterinaria, del Dottor U. Barpi, di pa- 
gine yin-^8 2 — 

— "Vedi anche Immunità e resistenza — Zootecnica 

— Zoonosi. 
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Igroscopi, Igrometri, nmldltn atmosferica, del 

Prof. P. Cantoni, di pag-. xii-146, con 24 me e 7 tab. 1 50 
— Tedi anche Climatologia — Meteorologia. 
Illuminazione. — Vedi Acet^etie. 
Illiimlntizlone elettrica (Impianti di), dell'lng. E. 

PiAzzoLi, S" ediz, interamente rifatta, con 300 incis. 6 50 
Imbalsamatore (Manuale dell'), preparatore tassider' 

mista, di E. Gestro, 2" ediz., riveduta, di pag-. xit-148, 



— Tedi anche Naturalista viaggiatore — Zoologia. 
Imenotteri , Neurotterl , Pseudonenrotterl , 

Ortotteri e Rincotl Italiani, del Dott. A. Qsif- 
FiNi, dì p^. xyi-687, con 243 incisioni (Tolame triplo) i 50 

■— Tedi anche Animali parassiti — Coleotteri — Dit- 
teri — Lepidotteri. 

Immunità e resistenza alle malattie, di B. 
Galli Talbbio, di pag. yin-218 1 50 

— Tedi anche Igiene veterinaria — Zootecnica ~ 
Zoonosi. 

Impiego (L') ipodermico e la dosatura del ri- 
medi. Manuale di terapeutica del Dott. G. Mala- 
ORIDA, di pagine 305 3 — 

Imposte dirette (Risoossiono dello), dell'Avi', "E, 
Bbdni, di pag. viii-158 1 50 

— T. anche Proprietario di case — Ricchetsa mobile. 
Incisioni. — Tedi Amatore d'oggetti d'arte e di cu- 
riosità. 

Industria (L'I dei molini e la macinazione del 
irumento, di C. Sibbr-Millot costruttore di molini, 
di pag. 330, con 101 incisioni nel testo e 3 tavole, . 5 ~ 

Industria della carta, dell'lng. L. Sartori, di 
pag. vii-323, con 106 incisioni e 1 tavola 5 60 

Industria della seta, del Prof. L. Gabba, 2» edi- 
zione, di pag-. iv-208 . 2 — 

Industria (L'I saponiera, eoa alcuni cenni sull'in- 
dustria della soda e della potassa, Materia prima e 
fabbricazione in generale. Guida pratica dell'Ingegnere 
E. Marazza, di pag. vii-410, con 111 fig. o molto tab. 15 — 
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Industria (L'I stearica. Manuale pratico delITng. 
E. Makazza, di pagine 288, con 76 incisioni e con 
molte tabelle 5 — 

Infezione, dislnfezlone e tllsinfettantl, del Dott. 
Prof. P. E. Alessandri, di pagine vlii-lSO, con 7 
incisioni 2 — 

Ingegnere agronomo. — Vedi » Prontuario del- 
Vagricoltore. 

Ingegnere elTlle. Manuale dell'Ingenera eivilo e 
industriale, del Prof, &. Colombo, 15» ediz. (37°, 38° e 
39" migliaio). (In lavoro). 
Il medesimo tradotto in francese daP. Mìecillac. 5 50 

Ingegnere navale. Prontuario di A. CieNOHi, di 
pagine xsxn-2ffi, con 36 ^ure. Legato in tela L. 4 50, 
in polle 6 50 

Insetti nocivi, del Prof. F. Francbsohini, di pa- 
gine Tra-264, con 96 incisioni 2 — 

Insetti utili, del Prof. F. Feanoesohini, di pag. xu-160, 
con 43 incisioni e 1 tavola 2 — 

Interesse e sconto, del Prof. E. Gagliasdi di pa- 
gine vi-204 2 — 

— Vedi anclie Pronitiam di valìdazione. 

Ipoteche (Manuale per le), del Prof. Avv. A. Eabbbno, 
di pag. STi-247 1 50 

^ Vedi anche Proprietario di case. 

Ittiologia. — Vedi Ostricoltura — Piseicottura — 
Zoologia, yol. IL 

Latte, bnrro e cacio. Chimica analitica applicata 
al easdflcio, del Prof Sartoki, di pagine x-162, con 



— Vedi anche Casei/icio. 

Lavori In terra (Manuale di), delllng. B. Leoni, di 
pag. xi-305, con 88 incisioni (volume doppio) . ... 3 

Lavori femminili. — Vedi Confezione d'abiti per 
si^ora e Fa^-te del taglio — Disegno, taglio e con- 
fezioni di biancheria — Macchine da cucire e da 
- Monogrammi — Omafista, 
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Legatore di libri, con molte illustrazioni dell'Ini 
L. Marocchino, iln lavoro). 

Legge (La nuova) conranale e provinciale, anni 
ta,ta dall'Acv. E. Mazzoccolo, 3^ ediz., con Vaegiiinta 
di due r^olanieiiti e di due indici, di pag. tio- 

Legge comanale (Appendice alla) del 32 < 
luglio 1S94, dell'Ava. E. Mazzoccolo, di p. yii 

Leggi iisnali (Raccolta delle). (In lavoro). 

Legbe metalliche, del Prof. L Ghrrsi. (In lavoro). 

LegiBlaztone rurale, secondo il programma govur- 
iiativo per gli latitati Tecnici, dell'Avv. E. Bbun:, 
di pag. xi-423 (volume doppio) 

Legnami. — Vedi C'itbatiira dei legnami — Fale- 
gname. 

Lepidotteri Italiani, del Dott. A. Griffini, di 
gine 2nr-248, con 149 incisioni 

~ Vedi Bxiche Animali parassiti — Coleotteri — i 
teri — Imenotteri — Insetti. 

Letteratura albanese (Manuale di), del Prof. A, 
Steaticò, di pag. xxiv-280 (volume doppio) . . 

Letteratura americana, di G. Stbaffobello, 



;. 158, 



Letteratura danese. — Vedi Letteratura n 

giana. 
Letteratura ebraica, del Prof. A, Revel, 2 ifolunii, 

di pag. 364 3 — 

Letteratura egiziana, dol Dott. L. Bri&iuti. Un 

laToroì. 
Letteratura francese, del Proi. E. Maboillac, 

traduzione di A. Pasanini, 3* ediz., di pag. Tiit-198. 1 50 

— Vedi anche Grammatica francese — Esercizi per 
la grammatica francese. 

Letteratura greca, del Prof. V. Inama, 11» edizione, 
mig'lioraia (dai *P al & migliaio), di pag. Tia-234 . 1 TjO 

— Vedi anche JEsemsi gred — Filologìa classica — 
Fonologia — Glottologia — Grammatica greca — 
Morfologia greca — Verbi greci. 
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Letteratura infliona, del Prof, A. Ds Gm 
di pag. Tiii-159 1 50 

Letteratura inglese, del Frot. E. Solazzi, 2* ediz., 
di pag. Tm-194 1 50 

^ Vedi auuhe Grammatica inglese. 

Letteratura islandese, del Prof. S. Ambbosoij. (In 
lavoroì. 

Letteratura Italiana, del Pi^of. 0. Feniki, 4° edi- 
zione, di pag-. vi-204 1 50 

— Vedi anelie Fonologìa italiana — Mwfologia ita- 
liana. 

Letteratura latina. ^ Vedi Esemzi latini — 
Filologia classica — Fonologia latina — Grata- 
ntatica latina — Letteratìtra romana — YerM latini. 

Letteratura norreglana, del Prof S. Consoli, di 
pag. 3TI-272 1 50 

Letteratura persiana, del Prof. L Pizzi, di pa- 
gine x-208 1 60 

Letteratura provenzale, del Prof A. Rbstoki, di 
pag. x-220 1 50 

Letteratura romana, del Prof F. Bamobino, 4' edi- 
àoiie rivednta e corretta (dal 13° al 17° migliaio), di 
pag. iy.320 1 50 

Letteratura spagmiola e portoghese, del Prof. 
L. OAPPELT.BTTI, di pag. TI-206 ... 1 50 

— Vedi anche GrammaUea gpagnuola. 
Letteratura tedesca, del Frol 0. Lah&e tiadu 

zioiie di A. Pasanini, 2* edizione corietta di pi 
gine xii-168 1 50 

— Vedi anche Esercini tedeschi — Grammatica te 
desca. 

Letteratura ungherese, del Dott. Zioàky Aspàs, 

di pag. xn-295 1 50 

Letterature elleniche seriori, del Prof A. Pa- 
SDBRA. (In layoro). 

voi. I. Alessandrina e greco-romana d'occidente. 
Tol, II, Greco-romana orientale e bizantina. 
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Letterature slave, do! Prof. D, OrÀMPOLr, 2 Toliimii 

I. Bulgari, Sorbo-Oroati,Yugo-E.ussi, di pig.iY- 144. 1 50 
IL Ruasi, Polacchi, Boemi, di pag, iv-142 .... 1 60 

Libri e bìblìoteeonomla. — Tedi Bibliografia — 
Biblioteeario — Dizionario bibliografieo — Paleo- 
grafia — Tipografia. 

Lingua araba. — Vedi Aralo volgare — Dizionario 
eritreo — Grammatica Galla — Lingue dell'Africa 
— Tigre. 

Lingua gotica, gretmineitica, esercizi, t«sti, Tocabolarìo 
comparato con ispeeial riguardo al tedesco, inglese, 
latino e greco, del Prol. S. Frikdmann, di pag. xti-333, 
(volume doppio) 3 — 

Lingue dell'Africa, di R, CusT, versione italiana 
del Prof. A. Db Gubebhìtis, di pag. iv-lIO .... 1 50 

Lingue neo-latine, del Dott. E, Gorra, di pag. 147. 1 60 

^ Vedi Filologia classica — Glottologia. 

Lingue straniere (Studio delle), di 0. IMabdel, ossia 
l'Arto di pensare in una lingua straniera, traduzione 
del Prof. Damiaki, di pag. xyi-136 1 50 

Liquorista. ^ (In lavoro]. 

— Vedi anclie Alcool — Cognac — Enologia. 
Litografia, di C. Doyen, di pag'. Tin-261, con 8 tavole 

in cromo e fototipia e un album fuori teaCo con 40 
flgare di attrezzi, ecc., occorrenti al litogiafo ... 4 — 

Logaritmi (Tavole di), con 5 decimali, pubblicate per 
uura di 0. MUlleb, 5^ ediz., aumentata delle tavole 
dei logaritmi d'addiaioue e sottrazione per cura di 
M. Raina, di pag. xxxiy-lSS 1 50 

Logica, di W. Stanley Jevons, traduz. del Prof. C. 
Cantoni, 4* ediz., di pag. Tni-154, e 16 iuoisioiii . . 1 50 

Logica matematica, del Prof. C. Bdbali-Fobti, di 
pag. Ti-158 150 

LogiemograSa, del Prof. C. Chiesa, 3" edizione, di 
pag. xiY-172 1 50 

— Vedi anche Computisteria — Contabilità — MagiO' 
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Luce e colori, del Prof. &. Bbllotti, di pag. x-187, 
con 24 incisioni e 1 tawla 1 50 

Luce e suono, di E. Jones, traduzione di U. FornarIh 
di pftg. vm 336, con 121 incisioni (volume doppio) . . 3 — 

Mncchlnlsta e niochlsta, del Prof. GÌ. Qautbko, 
7" ediz. riveduta, con a^iuntB dell'Ing. L. Loria, di 
paif. xx-173, con 24 incisioni e col testo della L^ge 
sulle caldaie, ecc. (dal 12° al 14° migliaio) 2 — 

Macchinista navale (Manuale del), di M. LiONAiiot.o, 
di pag-. xir-40i, con 164 figure 5 50 

— Vedi anche Doveri del macchinista navale. 

JVTaccIiìue agricole, del conte A, Obnoelli-Phrm, 

Macchine per enclre e ricamare, dell'Ing. Al- 
PKBBO Galassini, di pag. vu-230, con 100 incisioni . 2 50 

Macchine. — Vedi Disegnatore meccanico — Do- 
veri del macekitiista — Il meccanico — Ingegnere 
ciiiiZe — Ingegnere navale — MaciMniata e fuochista 
— Macchinista navale — Meccanica — Meccanismi 
(500) — Modellatore mecmnieo — Operaio — Tor- 
nitore meccanico. 

Macinajzloue. — Vedi Industria dei TnoUni. 

Magnetismo ed elettricità, del Dott. G). Poloni, 
2» ediz. curata dal Prof. F. Grassi, di pag. xiv-370, 
con 136 ir\asioui e 2 tavole 3 50 

Maiale (II). Bazze, metodi di riproduzione, dì alleva- 
uiento, ingraasamento, commercio, salumeria, patologia 
Buina e torapeuUoa, tecnica operatoria, tossicologia, 
dizionai'io suino-tecnico, del Prof. E. Maschi, 2» ediz., 
di pag. xx-736, con 190 incisioni e una Carta delle 
statistiche del bestiame suino 6 50 

Maioliche. — Vedi Amatore. 

Mais. — Vedi Frumento e mais — Panificazione. 

Malattie. — Vedi Immunità. 

Malattie crittogamiche delle piante erbacee 
coltivate, del Dott. E. Wolf, tradnz. con note ed ag- 
giunte dol Dott, P. Baocarini, di pag. x-263, con 50 ine. 2 — 

Malattie ed alterazioni dei vini, del Prof. S. Get- 
TOLiNi, di pag-. xi-138, con 13 incisioni 3 — 
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Malattie trasmissibili. — Vedi Animali parassiti 

— Zoonosi. 

Mandato commerciale, del Prof. E. Yidari, di 
pagine yi-160 1 50 

Mare (II), del Prof. V. Bellio. di pag. JV-140, con G 
tavole litografate a colori 1 50 

Marine (Le) da guerra del mondo al 1S97, di 
L. D'Adda, di pag. xyi-320, con 77 illustrazioni . . 4 50 

Marino {Manuale del) militare e mercantile, del 
Co (Ite' a in miraglio De Ambzaga, con 18 silografie, 2" 
edizione, con appendice di Buoor di Santafioka. 
(In lavoro). 

Marmista (Manuale del), di A, Ricci, 2^ ediàone, di 
pag. xii-154, con 47 incisioni 2 — 

Materia medica moderna {Manuale dì), del Dott. 
G. Malaobida, di pag, xi-76I 7 M 

Meceanicn, del Prof. R. Stawbll Ball, traduz. del 
Prof. J. Bbnbtti, 3» ediz., di pag. svi-214, con 89 ine. I 60 

Meccanico, di E, Giorll Nozioni speciali di Aritme- 
tica. Geometria, Meccanica, Generatori del vapore, 
Mactìhine a vapore, Coilaudaaione e costo dei mate- 
riali, Doratura, Argentatura e Wiohelatiura, di pagine 
xu-234, con 200 problemi risolti e 130 figure. . . . 2 — 

— Vedi anche Disegnatore meccanico — Diseffito 
indastriale — Macchinigta e fuoehiata — MaciM- 
niata nawile — Mac(Mne agrìcole — Macchine da 
CMore e ricamare — Meccanismi (500) — Model- 
latore meccamco — Operaio — Orologeria — Tonii- 

Meccanisml (5(X)), scelti fra i piìi importanti e recenti 
riferentisi alla dinamica, idraulica, idrostatica, pneu- 
matica, macchine a vapore, molinl, toriiM, orologerie 
ed altre diverse macelline, da H. T. BaowN, tradu- 
zione italiana sulla 16^ edizione inglese, dall'Inge- 
gnere F. Cbreuti, di paK. vi-176, con SOO incisioni 
nel testo (2^ edizione italiana) 2 50 

MedaKlIe. — Vedi Monete greche — Monete romane 

— Numismatica — Vocabolarìetto pei numismatici. 
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MedicatnrA antisettica, del Dott. A. Zahblee, con 
prefaaione del Prof, E. Triconi, di pag. xvi-12i, con 
6 incisioni 1 50 

Metalli preziosi loco, argento, platino, estrazione, 
fusione, assaggi, usil, di G. Gobini, 2» edizione di pa- 
gine 1B6, con 9 incisioni 2 - 

— Vedi anche Oreficeria — Sognatore. 
Metallurgia. — .Vedi Siderurgia — Tempera e ce- 

ìnenta^ione. 
Meteorologia generale, del Bott L. De Marchi, 
di pag. vi-156, eoa 8 tavole colorate 1 50 

— Vedi anche CUntafologia — Geografia fisica — 
IgroscoiA e igi-ometri. 

Metrica dei greci e del romani, di L. Mììllbr, 
tradotta dal Dott. V. Lami, 2^ edizione. (In lavoro). 

Metrologia Universale ed il Codice Metrico 
Internazionale, coU'indice aliabetieo di tutti i 
pesi misure, monete ecc. dell'Ing. A. Tacchini, di 
paglie xx-4^ 6 BO 

— Vedi anche Statica degli strumenti metrici. 
Mezzeria (Manuale pratico della! e dei vari sistemi 

della colonia parziaria in Italia, del Prof. Avv. A. Rab- 
BBHO, di pag. yin-106 1 50 

Micologia. — Vedi Ftmghi e Tartufi — Malattie 
crittogamiche. 

Microscopia. — Vedi Anatomia microscopica — Ani- 
mali parassiti — Bacologia — Batteriologia — Mi- 
croscopio — Frotistologia — Tecnica protistologica. 

Microscopio (II), Guida elementare alle osservazioni 
di Microscopia, del Prof. Camillo Acqua, di pa- 
gine xii-^6, con 81 incisioni 150 

Militarla. — Vedi Codice cavalleresco — Duellante 

— Esplodenti — Scherrrta — Storia arie militare 

— Telemetria — Ufficiale (Manuale dell'). 
Mineralogia. — Vedi Arte mineraria — Cristallo- 
grafia — Marmista — Metalli preziosi — Minera- 
logia generale — Mineralogia descrittiva — Orefi- 
ceria — Pietre preziose — Siderurgia. 
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ELENCO DEI HANUAU IJOEPLI. 43 

Mineralogia generale, del Prof. L. BoMBiccr, 2* edi- 
zione, riseduta, di pag. xyi-lOO, eon 183 incisioni e 3 
tavole cromolitisr 1 50 

Alluerttlosìa deserittlva, del Prot L. Bombicci, 
2» ediz. di pagine it-300, con 119 incisioni {volume 
doppio) 3 — 

Misura delle botti. — Vedi Enologia. 

Mitilicoltura. — Vedi Ostrìcottwa — Piscicoltìtra. 

Mitologia e omp ni* nta, del Prof. A. Db Gubernìtis, 
2» odia, di pag. tiii-150. (Esaurito], 

Mitologia greca, di A. Foresti : 

Volume I. Divinità, di pag. vm-2&4 1 SO 

Volume II. Eroi, di pag. 188 1 50 

Mitologia romana, del Prof. A. Foresti. (In la- 
Mobili artistici. — Vedi Amatore di oggetti d'arte 
e di curiosità. 

Moda. — Tedi Gonfeaioni d'tMtì — Disegno, taglio 
e conferme biancheria — Fwri artificiali. 

Modellatore meccanico, fìtlegname ed eba- 
nista, del Prof. Q. Mina, di pag. xtu428, con 2i)3 
incisioni e 1 tavola 5 50 

Molini. — Vedi Industria dei. 

Momenti resistenti e pesi di travi metalliche 
composte. Prontuario ad uso degli ing-egneri, archi- 
tetti e costruttori, con 10 feure ed una tabella per 
la chiodatura, dell'In°:. E. Schencs, di pag. xi-188 . 3 50 

Monete greche, di S. ÀMBitosOLi, eoa numeroso in- 
cisioni. (In lavoro). 

Monete romane, del Gay. F. QtfEccm, di pag. xv-182, 
c*n 15 tavole e 62 figure nel testo 1 50 

^ Vedi anche Metrologia — Numismatica — Talco- 
grafia — Tecnologia monetaria — Vocabolarietto 
pei nwmigmatiei. 

Monogrammi, del Prof. A. Severi, 73 tavole divise 
in tre serie, le prime due di 462 in due cifre o la 
terza di 116 in tre cifre 3 aO 

— Vedi anche Calligrafia — Ornatista. 
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Morsilo. — Vedi Etica — Filoso^ morale. 

Morfologia greca, del Prot V. BaTTBi, dì pag. xx-376 
(Tolumo doppio) 3 — 

Morfologia Italiana, del Prof. E. Gorra, di pa- 
gine vi-142 1 60 

Mutuo soccorso. — Vedi Società di mutuo soccorso. 

NaturaligtaTÌa^iatore,deiPt:og'.A.T^ELeB.6E- 
BTBO (Zoologia), di pag. Tin-144, con 38 indsioni . . 2 — 

Nautica. — Vedi Attrezzatura navale — Canottaggio 

— Costruttore navale — Doveri del macchinista 
navale — Filonauta — Ingegnere navale -— Macchi- 
nista n-ivale — Marine da ffuerra — Marino — 
Nuotatore. 

Neurotteri. — Vedi Imenotteri, ecc. 

Notaro (Manuale del), aggìante le Tasse di registro, 
di bollo ed ipotecarie, norme e moduli pel Debito pub- 
blico, del notaio A. Garetti, 2» edizione, rifusa e 
ampliata, di pag. xii-340 ì! 5C 

— Vedi anche Testatnentì. 
Numeri. — Vedi Teoria dei nwtraeri. 
Numlsiuatiea^ del Dott. S. àubrosoli, 2^ edizione, 

corretta ed accresciuta, di pag. xy-250, con 13) fotoin- 
cisioui noi testo e 4 tavole 1 5( 

— Vedi aiicb.6 Araldica — Archeologia — Metrologia 

— Monete greche — Monete romane — Paleografia 

— Tecnologia monetaria — Yocabolarìetto pei nu- 
mismatici — Vocabolario araldico. 

Nuotatore (Manuale deli, del Prof. P. Abbo, dì pa- 
gine sii-148, con 97 incisioni 2 5( 

Oculistica. — Vedi Igiene della vista. 

Olii vegetali, animali e miaerall, loro applica- 
zioni, di G. QoaiNi, 2» edizione, completamente rifatta 
dal Dott. G. Fabris, dì pag. Tnii-214, con 7 incisioni, 2 - 

Olivo ed olio, ColtivaiAone dell'olivo, estrazione, pu- 
rificazione e conservazione dell'olio, del Prof. A. Atoi, 
3* ediz., di pag. xn-330, con 41 incisioni 3 - 

Omero, dì W. Glabstosr, traduz. di R, Paltjmro e 
C. PiORiLLi, di pag. xii'im 1 & 
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Operalo (Manuale dell'). Raccolta di ct^nizioni utili 
ed indispensabili agli operai tornitori, fabbri, calderai, 
fonditori di metalli, broiiziati a^ustatori e niecca- 
nioi di G. BelIìUOmini, 3* edizione, di pag. xti-216 , 2 — 

Operajzioni doganali. — Vedi Codice doganale ~ 
Trasporti e tariffe. 

Oratoria. — Vedi Arie del dire — Mettoì-ica — Sti- 
listica. 

Ordinamento degli Statt liberi d'Europa, del 
Dott. F, Racioppi, di pag, yiii-310 (volume doppio) . 3 — 

Ordinamento degli Stati liberi fuori d'Europa, 
del Dott. F. Ricioppi, di pag. tiu-376 (voi. doppio). 3 — 

Oreficeria. — Vedi Gioielleria — Metalli preziosi 
— Saggiatore. 

Ornatista (Manuale dell'), dell' Arcb. A, Mblani. Rac- 
colta di iniziali miniate e incise, d' inquadrature di 
pagina, di fregi e finalini, esistenti in opere antiche 
di bibJioteclie, musei e collezioni private. SXIV tavole 
in colori per miniatori, call^afl, pittori di insegne, 
ricamatori, incisori, disegnatori di caratteri da stam- 
pa, ecc., I» serie. . . , 4 — 

— Vedi anche Decoraziorii. 

Orologeria moderna, deiring. (j-abuffa, con 187 
illustraaioni, di pag. viii-302, con 276 incisioni . . . 5 — 

— Vedi anche Gnomonica. 

Orologi artistici. — Vedi Amatore di oggetti d'arte 

e di curiosità. 
Orologi solari. — Vedi Gnomonica. 
Orticoltura, del Proi D. Tamaro, con 60 incisioni . i — 

— Vedi anche Affricdtiira. 

Ostricoltura e mitlltcoltura, del Dott. D. Carazzi, 
con m fototipie, di pag. ym-2&2 2 50 

^ Vedi anche Ptscicoltwa. 

Ottica, del Prof E. Gelcich, di pag. xvi-576, con 216 
incisioDi e 1 tavola 6 — 

Paga giornaliera (Prontuario della), da cinquanta 
centesimi a lire cinque, di 0. Neoiun, dì pag. 2!S. 2 50 
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PaIeoetBologIa,deiFrof.J.REaAZBONi, dìpag. xi-2ó2, 
con 10 incisioni 1 50 

— Vedi iinclie (teologia. 

Paleografia, di E. M. Thompson, traduz. dall'iugleso, 
con aggiunte e note de! Prof. G. Fumasalli, di pa- 
gine viii-156, con 21 incisioni nel testo a 3 tavole in 
fototipia 2 — 

PoDificazlone ragionale, di PoMPiuo.dipas-.iv-lSS. 2 — 

— Tedi anche Frumento — Molini (Indìistrìa dei). 
Parafulmini. — Vedi Elettricità — Fulmini. 
Parassiti. — Vedi Animali parassiti. 
Pedagogia. — Vedi Didattica — Giardino infantile 

— Ginnastica femminile e maschile — ftiMocAi in- 
fantìli — Igiene scolcwlica — Sordomuto. 

Ortotteri. — Vedi Imenotteri, ecc. 

Pelli. — Vedi Concia delle pelli. 

Pensioni. — Vedi Società di mutuo soccorso. 

Pesi e misure. — Vedi Metrologia imiversale ~ 
Statica e applicajsione alla teorìa e costruzione degli 
strv/mentì metrici ~~ Tecnologia e terminologia «lo- 
netaria. 

Poso dei metalli, ferri quadrati, rettangolari, 
cilindrici, a squadra, a U, a Y, a Z, a T e 
a doppio T, e delle lamiere e tubi di tutti i 
metalli, di &. Bblluomini, di pag, xxit-248 ... 3 50 

Pianista (Manuale del), di L.MASTBiaLi, di pag.xvi-112. 2 — 

Piante e fiori sulle finestre, sulle terrazze e nei cor- 
tili. Coltura e descrizione delle principali specie di va- 
rietà, di A. Pnooi, di pag. vhi-198, con 116 indsioni. 2 60 

— Vedi anulie Botanica — Floricoltura — Frutta 
minori — Frutticoltura. 

Piante industriali, coltJvaàoue, mecolta e prepara- 
tone, di G &OBISI nuova edizione dì pag'. ii-144 . 2 — 

Piante tessili. — Veli Coltiiaztoae e industrie delle 
piante tessili 

Piccole Indusiile, del Prof A Erbbba, di pa- 
gine xti-136 (iLsauiito la 2» edizione rifatta dalITng, 
1. Ghersi e in prepanaionoì 
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Pietre preziose, olassìftcaaioiic, valore, arte del gio- 
jellìere, dì &. GoBim, 2» ed., di pag. 138, con 12 ine. 2 - 

Pirotecnia moderna, di F. Di Maio, con 111 itici- 
sioni, di pag. vni-150 2 50 

— Vedi anoie Esplodenti. 

Piscicoltura (d'acqua, dolce), del Dott, E. Eettoni, 
di pag. vni-818, con 85 ineisioiii 3 — 

— Vedi anche Ostricoltura. 

Pittura. Pittura italiana antica e moderna, dell'Arca. 
A. Mklani, 2 volumi, di pa§. xx-164 e zvi-202, illu- 
strati con 102 tavole, di cui mia cromolitografata e 11 
figure nel testo 6 — 

— Vedi anche Anatomia, pittorica — Colorì (Scienxa 
dei) — Co/ori e -uermiiH — Decorazione — Diae^u) 
— Luce e colori — Ornatista — Bistauratore dei 
dipinti. 

Poesia. — Vedi Arte del dire — Dantologia — Lei- 
teratttra — Omeì o — Retto) tea — Ritmiea — Shake 
apeare — StUtattca 

Palllcoltnra, del March G Tbevisahi 3" odinone, 
di pag. vir-182 con 72 jncisioni 2 50 

— Vedi anche Animah da coìtile — Colombi 
Pomologia artificiale, secondo il sistema Garnier- 

Valletti, del Piof M Del Lupo pag vi 132 e ii m. 2 — 

Porcellane. — Vedi Amatote 

Porco (Allevamento del) — Vedi Mawle 

Prato (HI, del Prof Q Oìntoni di pe^ne 14b uon 
13 indsioni Z - 

Prealpi bergamasclie (Quida itmetario alle) m 
presi i passi alla Valtellina con prelazione di A '^TOP 
PANI, 2* ediz di pag xx 121 con arta topografica e 
panorama delle Alpi Orobii.ho 3 — 

— Vedi anche Aljn — Dizionano alpino 
Pregiudizi — Vedi SìJort e prez/ttidizi 
Previdenza. — Vedi i^sicurazumf sulla tita — 

Società di mVftuo soccorso 
Procedura civile e procedura penale. — Vedi 
Codice. 
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4S ELENCO DEI MANUALF HOEPI.I. 

Prodotti agricoli del Tropico (Manuale pratico 
del piantatore), del cav. A. GfASLMi. (Il caftèjacanna 
da zucchero, il pepe, il tabacco, il cacao, il té, ii dattero, 
il cotone, il cocco, la coca, il baniano, il banano, l'aloè, 
l'indaco, il tamarindo, l'ananas, l'albero del cliinino, 
la juta, il baobab, il papaia, l'albero del caoutcbonc, 
la guttaperca, l'arancio, le perle). Dì pag. xyi-270. . 2 — 

Proiezioni (Le). Materiale, Accessori, Vedute a nio- 
cimento, PositiTe snl vetro, Proiezioni speciali poli- 
crome, stereoscopiche, panoramielie, didattiche, ecc., 
del Dotfc. L. Sassi, di pag. xvi-447, con 141 incidoni. 5 — 

Proiezioai ortogonail. — Vedi Disegno. 

Prontuario dell'agricoltore (Manuale di agricol- 
tura, economia, estimo o costruzioni rurali), dnl Prof. 
V, Niccoli, di pag. sx-ai6 5 50 

Prontuario di geo§:rafia e statistica, del l^j'of. 
G. Gabollo, pag, 62 1 — 

Prontuario di valutazioni, Utili, Perdite, It,icavl, 
Kiccliezza mobile. Interesse e sconto semplici. Titoli, 
del Rag. E. Gacliabbl (In laToro), 

Prontuario per le paghe. ^ Vedi Paghe. 

Proprietario di case e di opiQcI (Manuale del). 
Imposta sui fabbricati dell'Ava. G. Qiokdahi, di pa- 
gine xx-264 1 50 

— Vedi anclie Ipotedie. 

Prosodia. — Vedi Metrica dei greci e dei romani — 
Ritmica e metrica razionale italiana. 

ProBpettiTa (Manuale di), dell'Ine'. C. Claudi, di pa- 
gine 64, con 28 tavole 2 — 

ProUstologia, del Prof. L. Massi, 2« edizione, di 
pag. XTI-S78, con 93 incis. nel testo (iiolume doppio) . 3 — 

— Vedi anche Anatomia microscopica — Animali pa- 
rassiti — Batteriohgia — Microscopio — Tecnica 
■proUstologioa. 

Prototipi (I) internazionali del metro e del kili^amnm 
ed il codice metrico internazionale. —V. Mebvlogia. 

Proverbi in quattro lingue. — Vedi Dottrina 
popolare. 
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EI.ENCO DEI MANUALI HOEPLl. 4-9 

Proverbi (510) sdI cavallo, raccolti ed annotati 
dal Colonnello VouiNi, di pag- xix-172 2 50 

Psicologia, del ProC C. Cantoni, di pa^e vin-168. 
2* ediaione riveduta 1 50 

— Vedi anche Estetica — Etica — Filosofia ~ Logica. 
Psieolojcia flsioIoKicii, del Dott. G. Mantovani, 

di pag. vin-135, con 16 incisioni 1 50 

Raccoglitore ài flraneobolli. — Vedi J)igi<mario 

filatelico. 
Raccoglitore di oggetìl d'arte. — Vedi Amatore 

di oggetti (Parte. 
R^ioneria, del Prol. V. Giiti, 3» edizione riveduta, 

di pag. Tni-137, con 2 tavolo 1 50 

Ragioneria delle Cooperative di consumo Ibla- 

cualo di), del Prol. Rag. &, Rota, di pagine xv-40S 

(volume doppio) 3 — 

Ragioneria Industriale, del Prof. Rag, Orbbte 

BEH&AMAacHi, di pag. 7ii-28] e moltì moduli (volume 

doppio) 3 — 

Reclami ren-oviaril. ~ Vedi Trasporti e tariffe. 
Regalo calcolatore e sue applicazioni nelle 

operazioni topografiche, dellTug. G>. Pozze, di 

pag. xv-238 con 182 incisioni e 1 tavola 2 50 

Rell^oni e lingue dell'India inglese , di R. 

CusT, tradottedal Prof.A.DEGuBERNATiB,dip.iv-124. 1 50 
Resistenza dei materiali e stabiliti^ delle co- 

stmzioni, deiring. P. Gallizia, di pag.x-33G, con 

236 incisioni e 2 tavole 5 50 

~ Vedi anche Momenti resistenti. 

Rettortca, ad uso delle scuole, del Prof. F. Capello, 

di pag'. vi-122 1 50 

— Vedi anche Arte del dire — Stilistica- 
Ricamo, — Vedi Disegìw e taglio di biancheria — 

Macchine da cucire — Monogrammi — Ornatista. 
Riechézza mobile (Imposta sui redditi di), dell'Av- 
vocato E. Bruni, vin-218 1 50 

— Vedi alleile Imposte dirette — Frontuat io di va- 
lutazione. 
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UO ei.ENcn bei manuali hoepli. 

lTT.' 
Ricettario fotografico, ieì Dott. Luisi Sassi, di 

pag. Ti-150 2 — 

Kincoti. — Vedi Imenotteri, ecc. 

Riscnld amento e ventilazione degli ambienti 

abitati, del Prof. R. Fbbkini, 2 rol., di pag. x-332, 

con 0i incisioni 4 *- 

Riscossione imposte. — Vedi Imposte. 
Risorgimento Italiano (Storia del), del ^'rof. F, 

Bertolini, di pag-. ti-154 1 fiO 

— Vedi Einelie Sfuria e cronologia — Storia italiana. 
Ristanratore del dipinti, del Conte 0. Seoco- 

SuARDO, 2 volumi, di pag- xvi-2aO. xii-3*2, con 47 ine 3 — 

— Vedi ancliB Amatore d'oggetti d'arte e di curiosila. 
lUtmlca e metrica razionale italiana, del FroC 

Rocco Murari, di pag. xvi-316 1 50 

— Vedi aiicUe AHe del dire — jRettorica — Stilistica. 
Rivoluzione francese (La) (1789-1799), del Prof. 

Dott. Gian Paolo Solbrio, di pag-. iv-176 .... 1 50 
Saggiatore (Man. del), di F. Buttam, di pag. viii-245, 
con 28 inciaioni 2 ,'JO 

— Vedi iiiiclie Metalli preziosi — Oreficerìa. 
Salumeria. — Vedi Maiale. 

Sanscrito (Avviamento allo studio del), del Prof. F. 
G. Fumi, 2" edizione rifatta, di pag. xn-254 (voi. doppio). 3 — 

Saponeria, dell'Ing. E. Mabazza. ~ Vedi Industria 
saponiera. 

Scacchi (Manuale del ginoco degli), di A. Sxssieri, 
2" edia., di pag. xv-2ffi, con 191 illastr. (In lavoro). 

Scherma italiana (Manuale di), su i prìncipii ideati 
da Ferdinando Masiello, del Comm. J. Gblli, di pa- 
gine viii-191, con 68 tavole 2 50 

— Vedi anche Codice cavallereseo — Duellante, 
Scienza delle finanze, del Dott. T. Cabhevali, di 

pag. iv-140 1 50 

Scoltura. Scoltara italiana anticha e moderna, sta- 
tuaria e ornamentale dell'Arch. Frofl A. Melahi, 
di pagine xviii-196, con 56 tavolo o 28 iìgure inter- 
calato nel testo 4 - 
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Scritture d'affiivl (Precetti ed esempi di), per uso 

delle scuole tecniche, popolari e commerciali, del Prof. 

ì), Maffioli, di pag. Yin-203 1 50 

SelWcoltura, di A. Santilli, di pag. vin-^Q, o 46 ine. 2 — 
Semeioticai del Dott. U. Sabbi, di pagine xyi-21C, 

con H incisioni 2 60 

Sericoltura. — Vedi Bachi da seta — Gdsicoltwa 

— Filatura — Indmiria della seta — Tintura delln 

Shakespeare, di Dowdbh, traduzione di A. Balzani, 
di pag. ffli-249 1 50 

Siderurgia (Manuale di), dellTi^. V. Zoppstti, puli- 
blicato e completato per cara dell'Ing. E. G-aruppa, 
di pag. iy-368, con 220 incisioni 5 50 

Sismologia, del Capitano L. Gatia, di pag. tui-175, 
con 16 incisioni e 1 carta : . 1 50 

— Tedi anche Vulcanismo. 

Smalto. — Vedi Amatore d'oggetti d'arte e di eii- 
riosità. 

Socialismo, dell' Avv. G. BiBAani, di pag. xy-285 
(volume doppio) 3 — 

Soccorsi d'urgenza, de! Dott. C. Galliano, 3» edi- 
zione dì pagine xLi-289, con 6 tayole lltograftite. . . 3 — 

— Vedi anche Assistensa infermi — Igiene — Medi- 
catura antisettica. 

Società di mutuo soccorso (Manuale tecnico per 
le). Norme per l'assicurazione delle pensioni e dei 
sussidi per malattia e per morte, del Dott. G. Gab- 
DENOfHi, di pag. Yi-152 . . " 1 50 

Sordomuto (II) e 1» sua istruzione. Mannaie por 
gli allievi e le allieve delie R, Scuole normali, maestri, 
genitori e filantropi, del Prof. P. Foenam, di pa- 
gine TJiI-232, con 11 incisioni 

Spettroscopio (IjoI e le sue ttpplicazioa], di 
R. A. Proctoe, trad. non note ed aggiunte di P. Fobbo, 
di pag. Vi-178, con 71 ine. e una carta di spettri. . 1 50 

Spirito di vino. — Vedi Alcool — Cognac — Li- 
quorista. 
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Sì ELENCO DEI NANUàLI flOEPLI. 

_—____„ _ ^ __________ . 

Stagno (Vasellame di). — Vedi Amatore di oggetti 
d'arte e di curiogità. 

Statica (Principi ùì) e loro applicazione alla 
teoria e costruzione degli strumenti me- 
trici, deinns. E. Bagnoli, pag. TiiI-252 eoa 192 ine. S 50 

— Vedi anche Metrologia. 

Statistica, del Prof. F. VmaiLu, di pag. Tiii-lTtì . . 1 50 

Stemmi. — Vedi Araldica. 

Stenografia, di Q. Gidrsetti (secondo il sistema Ga- 
belsbei^er-NoS), 2* edizione, dì pag. iv-241 3 — 

Stenografia (Guida per lo stadio della) sistema Ga- 
belsberger-NoB, compilata in 35 lezioni da, A. Nico- 
iBTTi, di pfig-. vin-160 1 60 

Stereometria applicata allo sviluppo dei so- 
lidi e alla loro costruzione in carta, del 
Prof, A. RiTBLLi, di pag. 90, con 92 iiicis. o 41 tav. 2 — 

StliisUca, dei Prof. F. Capello di pag. xii-164 . . 1 50 

— Vedi anclie Arte del dire — Rettorica. 

Storia antica. VoL I. L'Oriente Antico, del Prof. 

I. Gentile, di pag. xii-232 1 50 

Voi. II. La Greda, del Prof G. Tosiazzo, di pa- 
gine vt-216 1 50 

Storia dell'arte militare antica e moderna, 
del Gap. V. Rossetto, con 17 tavole illustrative, di 
pag. viii-504 5 50 

Storia della ginnastica. — Vedi Ginnastica. 

Storia d'Italia (Breve), del Prof.?. Orsi 150 

Starla e cronologia medioevale e moderna, 
in OC tavole sinottiche, del Prof. V. OASiaBANoi, 2=- 
edizione, dì pag. vi-260 1 50 

Storia Italiana (Manuaiedi), 0. Oantù, dipag. iv-160. 1 50 

— Vedi anche Biaorgimento. 

Storia della musica, del Datt. A, Unteesteineii, 
di pag. 300 (volume doppio) 3 — 

Storia naturale dell'uomo e suoi costumi. — 
Vedi anche Antropologia — Etvtografia — Fisio- 
logia — Grafologia — Paleografia. 
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Stramentazlone (Manuale di), di £. Fbout, tiadu- 
zione italiana con note di V. Ricci, con 98 esempi, 
di pag. x-232 2 50 

Strumenti ad arco IGIi) e la musica da camera, 

del Duca di Oaffabelu P., di pag. s-235 .... 2 50 
— Vedi arictie Armmia — Confante — Piartista. 
Strumenti metrici. — Vedi Metrologia — Statica. 
Snono.. — Vedi Luce e suono. 
Sussidi. — Vedi Società Matwo Soccorso. 
Tabacco, del Prof. Q. Oahtosi, di pag, it-176, con 



Tabacchiere artistiche. — Vedi Amatore d'oggetti 

d'arte e di curiosità. 
Tacheometria. — Vedi Celerimenswra — Telemetrìa 

— Topografia — Triangolazioni. 
Taglio e confezione ili biancheria. — Vedi 

Disegno. 
Tariffe fierroviarie. — Vedi Codice doganale — 

Trasporti e tariffe. 
Tartufi e ning;fai. — Vedi Ftmghi. 
Tasse di registro, bollo, ecc. — Vedi Notaro. 
Tasse. — Vedi Imposte. 

Tassidermista. — Vedi Imbalsamatore — Natura- 
lista viaggiatore. 
Tavole logaritmiche. — Vedi Logaritmi. 
Tecnica microscopica. — Vedi Anatomia micro- 

seopica. 
Tecnica protistologlca, del Prot L. Maqqi, di 

p^. xvl-318 {volume doppio) 3 

— Vedi anche Frotiitologiji. 

Tecnologia meccanica. — Vedi Modellatore mec- 

Tecnologla e terminologia monetaria, di G. 

Sacchetti, di pMr. xvi-191 2 

TelelVino, di D. V. Piccoli, di pag. iT-120, con 38 in- 
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^4 ELENCO DE[ MANUAU HOEPUf. 

Telegrafia, doì Prof. E, Feremi, di pag. iir-318, con 
05 incisioni 2 - 

— Vedi anche Cavi e telegrafia sottomarvna. 
Telemetria, misura delle distanze In guerrn, 

del Gap. Q. Bkrtblli, di pag. xiii-145, con 12 zincotipie. 2 — 

Tempera e eementazlone, dell'Iiig. Fadda, di pa- 
gine TUi-108, con 20 incisioni 2 — 

Teoria del numeri (Primi elementi della), per il '~T- 
Prof. U. ScAEPis, di pag. vin-152 1 50 

Teoria delle ombre, con un cenno sul Chiaroscuro 
e sul coloro dei corpi, del Prof. E. Bonci. (In lavoro). 

Terapeutica. — Vedi Impiego ipodermico e la do- 
satura dei rimedi. 

— Vedi anclie Farmadsta — Materia medita — Me- 
dicatura anUsetUca — Semeiotica. 

Termo din amie a, del Prof. C. Cattanbo, di p. 3i-196, 
con i figure 1 50 

Terremoti. — Vedi Sismologia — Viilcanismo. 

Tessitore (Manuale del), del Prof. P. Pinchetti, 2" 
edizione riireduta, di pag:. xvr-312, con illustrazioni 
intercalate nel testo 3 50 

Testamenti (Manuali dei), per cura del Dott, Gt. Se- 
bina, di pag. yi-238 2 50 

— Vedi anche Notaio. 

Tigre -italiano (Manuale), con due dizionarietti ita- 
liano-tigre e tigre-italiano ed una cartina dimostrativa 
degli idiomi parlati in Eritrea, del Gap. Manfbbdo 
Oampebio, di pag. 180 2 50 

— Vedi anoie Arabo volgare — Qra/mmatiea galla — 
Lingue dell'Africa. 

Tintore (Manuale del), di R. Lbpetit, 3" edia., di pa- 
gine x-279, con 14 incisioni (volume doppio) . . . . i — 

Tintura della seta, studio chimico tecnico, di T. 
Paboal, di pag. xvi-4^ 5 — 

Tipografia (Voi. I). Guida per chi stampa e (a, stam- 
pare. — Compositori, e Correttori, Reviaori, Autori ed 
Editori, di S. Labbi, di pag. 280 2 50 
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Tipo^afia (Voi. Ili. Lezioni dì compasìzioiiB ad uso 
degli allievi e di quanti fanno stampare, di S, Landi, 
di pag. Tiii-271, corredato di figure e di modelli . . 2 60 

^ Vedi anche — Vocabolario tipografico. 

Topografia e rllleTl,— Vedi Cartografia — Catasto 
italiano — Celerimenswa — Compensazione degli 
errori — Curve — Disegno topografico — EsUmo 
rurale — Geometria pratica — Proiettiva — Re- 
golo calcolatore — Telemetria — Triangolazioni topo- 
grafiche e triangolazioni catastali. 

Topografia di Roma antica, di L. Borsari. (In lav.). 

Tornitore meccanleo (Ouida pratica del), ovvero 
sistema unico per calcoli in generale sulla costruzione 
di viti e mote dentate, arricchita di oltre 100 pro- 
blemi risolti, di S. Dinaro, di pag. 164 2 — 

Trasporti, tariffe, reclami rerrovlari ed ope- 
razioni doganali. Manuale pratico ad uso dei com- 
mercianti e privati, colle norme per l'interpretazione 
delle tariffe e disposizioni vigenti, per A. Q. Bianchi, 
con una carta delle reti ferroviarie italiane,dip.xvi- 152. 2 — 

Travi metallici composti — Vedi Momenti resi- 
nstenti. 

Triangolazioni topografiche e triangolazioni 
catastali, doU'Ir^. 0. Jagoahgell Modo di fon- 
darle sulla rete geodetica, di rilevarle e calcolarle, di 
pagine xiy-240, con 32 incisioni, 4 quadri dt^li elementi 
gecdetici, 32 modelli esemplificati pei calcoli trìgono- 
metrici e tavole ausiliarie T 50 

— Vedi anche Cartografia — Celerimenaura — Disegno 
topografico — &emnetria pratica — Prospettiva — 
Regolo calcolatore — Telemetria. 

Trigonometria. — Vedi G-eometria metrica. 

UflOctale (Manuale per 1') del Regio Esercito italiana, 
di U. MORiNi, di pag. xx-388 3 50 

Unità assolute. Definizione, Dimensioni, fiappreseti- 
tazione, Problemi, dell'Ing. Q. Bbrtolini, pag. x-124, 2 50 

Usciere. — Vedi Conciliatore. 

Utili. — Vedi Prontuario di vahitazione. 
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Uve da tavola. Varietà, uolCÌTazioiK 
del Dott. D. Tamìro, terza edizione, di pag. svi- 278, 
ctm 8 tavole colorate, 7 fototipie e 57 incisioni. , , 4 — 
Talli lombarde, di Scolari. - Vedi Diziimario a/pjno. 
Valori pubblici (Manuale por l'apprezzamento dei) e 
per le operazioni di Borsa, del Dott. F. Piccinblli, di 
pa^. siT-236, esaurito. — La nuova edizione ampliata 
è iu lavoro. 

— Vedi anelie Debito piMUco. 
Valutasione. — Vedi Foni/M/rio di. 
Vasellame aatleo. — Vedi Amatore M oggetti d'arte 

e di curiosUà. 

Veleni ed aTrelenamentl» del Dott. 0. PERBARia, 
di pag. svi-208. con 20 incisioni 2 50 

Velocipedismo. — Vedi (^lista. 

Ventagli artistici. — Vedi Aitiatore d'oggetti d'arte 
e di enriosità. 

Ventilazione. — Vedi Riscaldamento. 

Verbi greci anomali (I), del Prof. P. Spaubotti, se- 
condo le Gramm. dì CuBTins e Ihaha, di p. xxrv-107, 1 50 

Verbi latini di Torma particolare nel perfetto 
e nel supino, di A, F. Patanbllo, con indice al- 
fabetico di dette forme, di pag. yi-215 . . . . . . 1 50 

Vernici, laeciie, mastici, inchiostri da stampa, 
ceralacclie e prodotti afSnIlFabbricazionedelle), 
dell'Ine. ITqo Foknari, di pag'. viii-262 2 — 

Veterinaria. — Vedi Alimentazione del besUame — 
Bestiame — Cane — Cavallo — Coniglicoltìtra — 
Igiene veterinaria — Immunità — Maiale — Zoo- 
tecnia. 

Vini blandii, del Barone G. Prato. (In lavoro). 

Vino (II), di G. Grazzi-Soncini. di pag. svi-152 . . . 2 — 

Viticoltura. Precetti ad uso dei Vitàcoitori italiani, 
del Prof. 0. Ottavi, rived. ed ampliata da A. Steucchi, 
3» ediz., di pag. vin-184 e ^ incisioni 2 - 

— ed enologia. — Vedi Alcool — Analisi del vino — 
Cantiniere — Cognac — Enolo^ -~ Enologia do- 
mestica — lÀquoriata — Malattie ed alterazioni 
dei vini — Uve da tavola — Vino. 
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Voeabolitrietto pei numismatici flii 7 lineue), 

del Doirt. S. Ambeosoli, di pag-. vni-134 1 50 

Vocabolario araldico ad uso degli Italiani, 

del Conte G. Guelfi, coti 335 incisioni. (In lavoro). 

Vocabolario tipografico, di S. Landl (In lavoro). 

Volapflk (Dizioneirìo italiano- volapiik), preceduto dalle 
Nozioni compendiose di grammatica della lingua, del 
Prof. 0. Mattki, secondo i principii dell' inventore 
M, ScHLEYES, ed a norma del Dizionario Volapiik 
ad uso dei francesi, del Prof. A. Kerckhopfs, di pa- 
gine sxx-198 2 50 

Volaptìk (Dizion, volapiik-italiano), del Prof. C.Mattbi, 
di pag. ss-201 2 50 

Volapllh, Mannaie di conversazione e raccolta dì voca- 
boli a dialoghi itali ani- volapiik, per cura di M. Rosa 
ToMMiBi e A. 2AMBBL1.I, di pag. 153 2 50 

Vuleanismo, del Capitano L. Gatta, di pag. vur-268, 
con 28 incisioni 1 50 

— Vedi anche Sismologia. 

Zoologia, dei Proif. E. H, Gjolioli e G. Catahha, 

L Invertebrati, di pag. 200, con 45 figure ... 1 50 
IL Vertebrati. Parte I, Generalità, Itfciopaidi iPeaci 

ed Anfibi), di pag, svi-158, con 33 incisioni. 1 50 
III. Vertebrati. Parte II, Saaropsidi, Teriopsidi 
(Rettili, Uccelli e Mammiferi), di pag-. iti-200, 
con 22 incisioni 1 50 

— Vedi anche Anatomia e fisiologìa comparate — 
Animali parassiti dell'uomo — Animali da eor- 

aie — ApicoUwa — Bachi da seta — Batteriologia 

— Bestiame — Cane — Cavallo — Coleotteri — 
Colombi ~ Cmiglicoltwa — Ditteri — Embriologia 
e morfologia generale — ItnialscMiatare — Imenot- 
teri — Insetti noeiiÀ — Insetti utili — Lepidotteri — 
Maiale ~ Naturalista viaggiatore — Ostricoltwra, 
e mitUicoltiira — Piseicolt'ura — Pollicoltitra — 

— Frotistologia — Tecnica proUstologica — Zootecnia 
Zoonosi, del Dott. B. Galli Valerio, di p^. st-^7. 1 50 
Zootecnia, del Prof G. Tampblini, di pag, yiii-997, 

con 52 incisioni 2 50 
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